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Con profundo agradecimiento y admiracion dedicamos este libro a aquellas y
aquellos profesores excepcionales que, con su pasion por la ensefianza y su
compromiso inquebrantable, han guiado la creacion de estas paginas. Su dedicacion
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Universidad Autonoma de Sinaloa (UAS).
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bien recibido para formar las nuevas generaciones de estudiantes. Asi, su uso en el
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como un equipo de docentes, que ven en la innovacion la importancia de incorporar
la inteligencia artificial (IA) como un aliado.

Tomemos en cuenta que la integracion de la inteligencia artificial en el
proceso de ensefianza y aprendizaje emerge como un catalizador fundamental para
el desarrollo del pensamiento variacional. Al aprovechar sus capacidades, la IA
puede facilitar el acceso al conocimiento, personalizar el aprendizaje, optimizar los
métodos pedagdgicos y evaluar los resultados. Ademas, el estudiante la puede
utilizar como un tutor en su proceso de aprendizaje. En definitiva, se reconoce el
impacto de la IA como un aliado del docente en el proceso educativo.

En agradecimiento por sembrar las semillas para el desarrollo del
pensamiento matemadtico en las y los estudiantes del NMS de la UAS, les
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Presentacion

Es un placer presentarles este libro de Pensamiento Matematico III, que ha sido
cuidadosamente disefiado para acompanar a las y los estudiantes de bachillerato en
su fascinante travesia por el mundo de esa maravillosa forma matematica de pensar
denominada pensamiento matematico, que proporciona una base solida y
estimulante para el aprendizaje.

Asi, este libro es para utilizarse en la Unidad de Aprendizaje Curricular
(UAC) Pensamiento Matematico III del Recurso Sociocognitivo Pensamiento
Matematico, correspondiente al tercer semestre del componente fundamental y
extendido del plan de estudios (UAS, 2025) del Curriculo del bachillerato de la
Universidad Autéonoma de Sinaloa 2025 que, de acuerdo con el Marco Curricular
Comun de la Educacion Media Superior (MCCEMS) establecido por la Secretaria de
Educacién Pablica (SEP, 2023a), enfatiza el desarrollo del pensamiento matematico.

El pensamiento matematico, segin el MCCEMS, se define como:

un Recurso Sociocognitivo que involucra diversas actividades cognitivas que
van desde la ejecucion de operaciones y el desarrollo de procedimientos y
algoritmos hasta abarcar procesos mentales abstractos, incluida la intuicion,
que se dan cuando el sujeto participa del quehacer matematico al resolver
problemas, usar o crear modelos, elaborar tanto conjeturas como argumentos
y organizar, sustentar y comunicar sus ideas. (SEP, 2023c, p. 17)

La secuencia de este libro estd basada en progresiones de aprendizaje, cada
una disenada para desarrollar sobre la anterior un pensamiento matematico; para el
caso particular de esta UAC, un pensamiento variacional.

En el sentido anterior, las progresiones de aprendizaje (PA) de la UAC
Pensamiento Matematico III desarrollan el pensamiento variacional para el logro de
las metas de aprendizaje en la siguiente secuencia:

e PA 1. La variacién en procesos infinitos.

e DA 2. Problemas que dieron origen al calculo diferencial.

e DA 3. Estudio del cambio de una funcion de variable real.

e DA 4. Grafica de funciones de variable real.

e PA 5. El limite de una funcién de variable real.

e PA 6. Funciones continuas.

e PA7.La definiciéon de derivada.

e PA 8. Reglas basicas de derivacion.

e PA 9. El concepto de la derivada como razon de cambio instantanea.

e PA 10. Aplicacion de la derivada al analisis y graficacion de funciones.
e PA 11. Modelacion de funciones derivables y problemas de optimizacion.



e PA 12. Grafica de funciones logaritmicas y exponenciales.

e PA 13. Estudio de fendmenos mediante funciones trigonométricas.
e PA 14. Modelacion de situaciones mediante funciones derivables.
e PA 15. El teorema fundamental del calculo.

Bajo esta logica del proceso de desarrollo del pensamiento matematico, las
progresiones de aprendizaje estan estructuradas y secuenciadas, en el sentido de que
cada una es mas compleja que la anterior, de acuerdo al nivel de pensamiento
matematico que demande cada progresion. Cada una de ellas, se inicia con una
situacion contextualizada o evaluacion diagnostica; luego, le siguen ejemplos,
actividades y evaluacion formativas disefiadas atendiendo a las subcategorias de las
categorias del pensamiento matematico, mismas que orientan hacia el logro de las
metas de aprendizaje; al final cuenta con instrumentos para la autoevaluacion y
coevaluacion.

Ademas, en cada PA se consideran tres momentos claves de la evaluacion:
diagnostica, formativa (mientras se aprende) y final; haciendo énfasis en la
evaluacion formativa en funcion de la retroalimentacion, para que, durante el
proceso de realizar las actividades de aprendizaje, las y los docentes puedan
determinar el nivel de logro por los estudiantes, en particular, de las metas de
aprendizaje que contribuyen a los aprendizajes de trayectoria. Es decir, se utiliza la
evaluacion formativa como herramienta para comprender su progreso y ajustar, en
consecuencia, las estrategias activas.

También, durante el proceso de aprendizaje, en cada PA se lleva a cabo la
autoevaluacion (A), coevaluacion (C) y heteroevaluacion (H); para ello, se
implementa como técnica principal de evaluacion, la observacion, utilizando guias
especificas para tal fin. Los resultados se reflejardn en la tabla que aparece al inicio
de cada progresion en correspondencia con el desempefio.

Por otra parte, se sugiere usar los cddigos QR (generados en parzibyte:
https://parzibyte.me/apps/generador-qr/), asi como la Inteligencia Artificial y las

aplicaciones de celular como aliados en este proceso de aprendizaje. En cuanto a las

representaciones graficas que se incluyen, estas fueron hechas en Desmos y
GeoGebra.

Finalmente, el desarrollar un pensamiento matematico no solo les abrira las
puertas en el aula, sino que también los acompanara a lo largo de sus vidas,
dotandoles de la capacidad de enfrentar cualquier desafio con ingenio y perspicacia.

jAdentrémonos juntos en el fascinante universo del pensamiento matematico!


https://parzibyte.me/apps/generador-qr/

Tabla de categorias, subcategorias, aprendizajes de trayectoria y metas de
aprendizaje de Pensamiento Matematico III

Pensamiento Matematico III

Categorias
C1 Procedural C2 Procesos de C3 Solucién de C4 Interaccion y
intuicién y problemas y lenguaje matematico
razonamiento modelacion
Subcategorias
51 Elementos S1 Capacidad para 51 Uso de modelos S1 Registro escrito,
aritmético-algebraicos | observary simbolico, algebraico
conjeturar e iconografico
S2 Elementos $2 Pensamiento S2 Construccion de $2 Negociacion de
geométricos intuitivo modelos significados
S3 Elementos §3 Pensamiento S3 Estrategias S$3 Ambiente
variacionales formal heuristicas y ejecucion | matematico de
de procedimientos no comunicacion
rutinarios
Aprendizajes de Trayectoria
Valora la aplicacion de | Adopta procesos de | Modela 'y  propone | Explica el
procedimientos razonamiento soluciones a problemas | planteamiento de
automaticos y | matematico  tanto | tanto tedricos como de | posibles soluciones a
algoritmicos, asi como | intuitivos como | su entorno, empleando | problemas y la
la interpretacion de | formales tales como | lenguaje y  técnicas | descripcion de
sus resultados para | observar, intuir, | matematicas. situaciones en el
anticipar, encontrar y | conjeturar y contexto que les dio
validar soluciones a | argumentar, para origen empleando
problemas relacionar lenguaje matematico y
matematicos, de areas | informacion y lo comunica a sus

del conocimiento y de
su vida personal.

obtener conclusiones
de problemas
(matematicos, de las
ciencias  naturales,
experimentales vy
tecnologia, sociales,
humanidades y de la

vida cotidiana).

pares para analizar su
pertinencia.

Metas de Aprendizaje

M1-C1 Ejecuta | M1-C2 Observa y | M1-C3 Selecciona un | M1-C4 Describe
calculos y algoritmos | obtiene informacion | modelo matematico por | situaciones 0
para resolver | de una situacién o | la pertinencia de sus | fenémenos
problemas fenémeno para | variables y relaciones | empleando
matematicos, de las | establecer para  explicar  una | rigurosamente el
ciencias y de su | estrategias o formas | situacién, fenémeno o | lenguaje matematicoy
entorno. de visualizacion que | resolver un problema | el lenguaje natural.

ayuden a
entenderlo.

tanto tedrico como de su
contexto.




M2-C1 Analiza los | M2-C2 Desarrolla la | M2-C3 Construye un | M2-C4 Socializa con
resultados obtenidos | percepcion 'y la | modelo  matematico, | sus pares sus
al aplicar | intuiciéon para | identificando las | conjeturas,
procedimientos generar conjeturas | variables de interés, con | descubrimientos o
algoritmicos propios | ante situaciones que | la finalidad de explicar | procesos en la
del pensamiento | requieran una situacion o | solucion de  un
matematico en la | explicacion o | fendmeno y/o resolver | problema tanto tedrico
resolucion de | interpretacion. un problema tanto | como de su entorno.
problematicas tedricas tedrico como de su
y de su contexto. entorno.
M3-C1 Compruebalos | M3-C2 Compara | M3-C3 Aplica | M3-C4 Organiza los
procedimientos hechos, opiniones o | procedimientos, procedimientos
usados en la | afirmaciones  para | técnicas y lenguaje | empleados en la
resolucion de | organizarlos en | matematico para la | solucion de un
problemas utilizando | formas légicas ttiles | solucién de problemas | problema a través de
diversos métodos, | en la solucion de | propios del | argumentos formales
empleando recursos | problemas y | pensamiento para someterlo a
tecnolégicos o  la | explicacion de | matematico, de areas de | debate o a evaluacion.
interaccién con sus | situaciones y | conocimiento, recursos
pares. fendmenos. sociocognitivos,

recursos

socioemocionales y de
su entorno.

M4-C2 Argumenta a
favor o en contra de
afirmaciones acerca

de situaciones,
fendmenos o)
problemas propios

de la matematica, de
las ciencias o de su
contexto.

M4-C3 Construye vy
plantea posibles
soluciones a problemas
de areas de
conocimiento,
sociocognitivos,

recursos

recursos
socioemocionales y de
su entorno, empleando
técnicas y  lenguaje
matematico.




La variacion en procesos infinitos
Genera intuicién sobre conceptos como variacion promedio, variaciéon instantdnea, procesos
infinitos y movimiento a través de la revisidon de las contribuciones que desde la filosofia y la

matematica hicieron algunas y algunos personajes histdricos en la construccion de ideas centrales
para el origen del célculo.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M1-C2 Observa y obtiene informacion de una situacion
o fendmeno para establecer estrategias o formas de | C
visualizacién que ayuden a entenderlo.

Evaluacion diagndstica 1.1

1. En cada proposiciéon responde si es verdadera (V) o falsa (F):

Proposicion V/F

a) Dados dos conjuntos A y B, una funcién de A en B es una
correspondencia en la que a cada elemento del conjunto A se la
asocia un tnico elemento del conjunto B.

b) Una funcion lineal es creciente si la pendiente de la grafica que la
representa es negativa.

¢) En la expresion de una funcidn lineal f(x) = mx + b el valor de m
caracteriza la direccion y la inclinacion de la recta respecto a los ejes

coordenados.

2. Marca con una X cdmo interpretarias en matematicas la expresion “realizar un
proceso infinitas veces”:
Describir situaciones donde una operacion se repite continuamente.
Repetir operaciones continuamente, acercandose a un resultado especifico,
pero nunca alcanzandolo completamente.
Busqueda de un valor inalcanzable.

3. Dada la funcion g(t) = —t3 + 4t% + t el valor de g(3) — g(2) =




Detrds de cualquier invencién, descubrimiento o nueva teoria, existe,
indudablemente, la evolucion de ideas que hacen posible su nacimiento. Lo que hoy
se denomina Calculo Infinitesimal o simplemente Calculo, es un ejemplo de ello. El
Célculo cristaliza conceptos y métodos que la humanidad estuvo tratando de
dominar por mas de veinte siglos. Gran cantidad de cientificos de diferentes épocas
trabajaron con los métodos "infinitesimales" pero hubo que esperar hasta el siglo
XVII para tener la madurez social, cientifica y matematica que permitiria construir
y, a partir de ahi, desarrollar el Calculo que utilizamos en nuestros dias.

(Pero, qué debemos entender por Calculo Infinitesimal?

El Calculo Infinitesimal esta relacionado con los procesos infinitos a través de
cambios continuos; en particular, al hacer, sucesivamente, determinado proceso tan
pequeno como se quiera.

Imagina una carrera en la que el corredor avanza cada vez la mitad del
trayecto que le queda por recorrer. Al representarnos esa carrera aparentemente es
un proceso que no termina, asi se acerque el corredor a la meta, pues por mucho que
se reduzca el segmento que falta, siempre llega solo a la mitad, como se muestra a
continuacion.

Inicio Meta

1 I | |

(Llegara el corredor a la meta? Este, es un ejemplo de un proceso infinito a
los que el célculo infinitesimal da respuesta, como iras aprendiendo a lo largo de
esta Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC), Pensamiento Matematico III, pues
comprobaras que se puede realizar un proceso infinitas veces y, no obstante, obtener
un resultado.

El calculo infinitesimal esta constituido por dos grandes ramas, el calculo
diferencial y el calculo integral. El calculo diferencial, en el cual te iniciaras a lo largo
de esta UAC Pensamiento Matematico III, esta basado en el concepto de movimiento
instantaneo y estudia a través de procesos infinitos, por ejemplo, la variacion o
cambio de una magnitud o una funcion respecto a otra magnitud en un momento
especifico, mientras que el cdlculo integral se ocupa, también mediante procesos
infinitos, de resolver problemas como el drea que se encuentra determinada bajo una
curva cualquiera o volumenes de determinados cuerpos.



Para conocer mas sobre

el significado del

diferencial, en
observa el video que aparece

en el cédigo QR 1.1.

Si  bien

Isaac

calculo
particular,

QR 1.1. Significado del Calculo Diferencial.
Fuente: Parzibyte, 2025.

Newton

(Inglaterra, 1643-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (Alemania, 1646-1716), son
considerados los padres del Calculo, ellos representan un eslabén en una larga
cadena iniciada muchos siglos antes, ya que algunas ideas del calculo fueron
desarrolladas tempranamente en las matematicas griegas, chinas, indias e islamicas.
Fueron ellos quienes dieron forma a los procedimientos infinitesimales de sus
antecesores inmediatos y comenzaron el uso moderno del calculo en Europa durante
el siglo XVII. Con posterioridad, otros destacados matematicos continuaron
desarrollando el cdlculo infinitesimal.

A continuacion, te presentamos algunos de los principales precursores del

Célculo, destacando sus principales contribuciones.

Desarroll6 los
conceptos
geométricos
que sentarian
las bases para
el calculo.

- cauie T
EUCLIDES ISAAC
(300 a.c) NEWTON

(1643-1727)

Formul6 el
calculo
diferencial e
integral.

GOTTEFRIED
WILHELM
LEIBNIZ
(1646-1716)

Desarroll6 la
notacion que
todavia se usa
hoy. Utilizo6 por
primera vez el
calculo para
encontrar el area

LEONHARD
EULER
(1707-1783)

Contribuy¢ al
desarrollo del
calculoy la
notacién
matematica.

JOSEPH LOUIS
LAGRANGE
(1736-1813)

Extendio y
perfecciono el
calculo de
variaciones y a
partir de sus
aplicaciones a la
mecanica, sentd
los fundamentos

Figura 1.1. Precursores del Calculo Infinitesimal.
Fuente: Elaborada en OpenAl (2024).




bajo la curva de de la llamada
una funcion. Mecéanica analitica.

Para conocer mas sobre su desarrollo
histdrico, consulta el codigo QR1.2.

QR 1.2. Desarrollo histdrico del Calculo Infinitesimal.
Fuente: Parzibyte, 2025.

La importancia del calculo infinitesimal radica en su capacidad para analizar
y describir fendmenos que no pueden ser explicados por medio de la geometria
clasica o el algebra. Se utiliza para resolver problemas para los cuales las
matematicas de la antigliedad fueron insuficientes y permite entender cémo se
mueven los objetos en el espacio, como cambian las variables en funciones
matematicas y como se relacionan diferentes magnitudes.

El calculo infinitesimal abre puertas a campos dentro de la ingenieria, la fisica,
la economia, la biologia y otras dreas y posibilita modelar fendmenos para entender
su comportamiento.

(Alguna vez viste una carrera de autos? Todos
las automoviles inician en condiciones iguales. La
velocidad de partida es cero, el lugar de donde parten
es casi el mismo y todos parten al mismo tiempo. Pero
la llegada al final de cada uno de ellos no es la misma.
Unos llegan antes que otros. Se han preguntado, ;qué
paso a lo largo de la carrera? Si hacemos una foto del
desarrollo en un momento dado, obtendriamos algo

parecido a lo que observamos en la imagen de la
Figura 1.2. Al final de la carrera cuenta el resultado, la
posicion en la que se ha llegado. Pero esa posicion es
fruto de los distintos instantes que componen la  Figura1.2. carrera de autos.
carrera. Adelantamientos, aceleracion, frenada en las ~ Fuente: Elaborada en OpenAl (2024).
curvas, todo tiene que ver con la variacion del

movimiento en momentos de la carrera.



Variacion promedio y variacion instantanea

De manera general al referirnos a la variacion esta se refiere a un cambio o
movimiento, es decir, a un fendmeno que no esta estatico, sino dindmico. Tal es el
caso de la variacion de la temperatura del cuerpo cuando tenemos fiebre, al medirla
en dos momentos distintos; el crecimiento de un recién nacido entre algunas
semanas de diferencia; o bien, el movimiento de un vehiculo en un intervalo de
tiempo o cOmo se mueve en un instante determinado.

Asi, con este ultimo ejemplo, podemos diferenciar entre la variacion
promedio y la variacion instantanea como dos tipos de cambio que miden como
varia un fendmeno o suceso en funcion del tiempo en el que se calculan.

Variacion, razon o tasa de cambio promedio

Consideremos una funcion que representa o caracteriza una determinada situacion.
La variacion promedio o tasa de cambio promedio de una funcién en un intervalo
es el nimero de unidades que crece (o decrece) la funcion por cada unidad que
aumenta la variable independiente. Por tanto, la variacion promedio de una funcion
se calcula dividiendo el cambio total de la funcion en un intervalo entre la amplitud
de ese mismo intervalo.

Si consideramos un intervalo [a, b] y f(a) y f(b) son los valores de la funcién en
ay b, entonces:
Variacion promedio en [a, b] = V,[a, b] = %
En correspondencia con el caracter de la funcion, la variacion promedio
puede ser positiva, negativa o cero, como se muestra en la Figura 1.3:

* Si f(x) es estrictamente creciente en el intervalo [a, b], la variacién promedio es
estrictamente positiva.
f(b) - f(a)
=l ‘27 >0
b—a

A
L

Vyla, b] b) = flo)

* Si f(x) es constante en el intervalo

id)

[b,c], la variacion promedio en ese
fia)

intervalo es cero.

\ i

Como f(x) es constante en [b,c],

f(b) = f(c),luego f(c)— f(b) =0 Figura 1.3. Grafica de una funcion
Fuente: Elaboracion propia, (GeoGebra, 2025).
fle)—f(b) _

c—>b 0

Volb,c] =



* Si f(x) es estrictamente decreciente en el intervalo [c, d], la variaciéon promedio
es estrictamente negativa.

_f@-f© _,

Vylc, d] -

Ejemplo formativo 1.1

1. Dada la funcién f(x) = x* + 6, calcula la variaciéon promedio en los siguientes
intervalos [2, 5] y [-3, 0].

Resolucion
El primer paso es evaluar la funcionena =2y b = 5:
f2Q)=2)¥+6=4+6=10 yf(5) =(5)*+6=25+6=31

Calcula la variacion promedio de la funcidn en el intervalo aplicando la féormula de
la variacion promedio en el intervalo:

b) —
tyla,p) = L LD
5—-f(2) 31-10 21
B ST

Como resultado, obtenemos que la variacién promedio en [2,5], es positiva,
indicando que la funcidn en ese intervalo experimenta un incremento.

Ahora, considera la misma funcién f(x) =x*+6 pero calcula su variacion
promedio en el intervalo [—3,0]. El primer paso es evaluar la funcién en (a) =
-3 y()=0:

F(=3)=(-3)2+6=9+6=15 y f(0) = (0)2+6=0+6=6

Posteriormente, calcula la variacion promedio de la funcion en el intervalo aplicando
la formula de la variacion promedio:
f@-f(=3) _6-15_—9 _

B=3.0l ==y =3 =3

Como resultado, obtenemos que la variaciéon promedio en [—3,0] es negativa,
indicando que la funcidn en ese intervalo experimenta un decrecimiento.

2. Un tren sale de una ciudad A hacia una ciudad B. En las primeras dos horas
recorre 112 km y a las cuatro horas habia recorrido 245 km. ;Cual es la velocidad
promedio con la que recorrio ese trayecto del recorrido?

Resolucion

La velocidad con que se desplaza el tren esta dada por la expresion v = %.



En t; = 2 horas recorre una distancia d; = 112 km y en t, = 4 horas recorre una
distancia d, = 245 km.

Por tanto, la velocidad promedio en ese trayecto es la variacion promedio en el
intervalo [2, 4]:
d,—d, 245-112 133

= =" =665
t, — 4-2 2

v =

La velocidad promedio con la que recorri6 ese trayecto es de 66.5 km/h.

Variacion instantanea
Para aproximarnos al concepto de variacidon instantdnea, partiremos de un ejemplo.
Ejemplo formativo 1.2

En un entrenamiento de un ciclista que se mueve a lo largo de una pista, el
entrenador realiza las siguientes mediciones de su posicion en diferentes tiempos,
con un cronometro electrénico:

e Alos3segundos, el ciclista ha recorrido 9 metros y a los 5 segundos, el ciclista
estd en la posicion de 25 metros.

e A los 3.5 segundos, el ciclista esta en la posicion 16 metros y a los 4.5
segundos, el ciclista esta en la posicion 20 metros.

e A los 3.9 segundos, el ciclista esta en la posicion 18 metros y a los 4.1
segundos, el ciclista esta en la posicion 19 metros

e A los 3.95 segundos, el ciclista esta en la posicion 18.8 metros y a los 4.05
segundos, el ciclista estd en la posicion 19.2 metros.

e A los 3.99 segundos, el ciclista esta en la posicion 18.98 metros y a los 4.01
segundos, el ciclista estd en la posicion 19.02 metros.

e Alos3.995 segundos, el ciclista esta en la posicion 18.999 metros y a los 4.0005
segundos, el ciclista esta en la posicion 19.001 metros.

El entrenador quiere conocer que velocidad llevaba el ciclista a los 4 segundos de
iniciar el entrenamiento. Calculemos la velocidad promedio en el primer intervalo:

Posicion 2 — Posicion1 25 -9
v,[3,5] = =

= =8
tiempo 2 — tiempo 1 5-3 m/s

Utilizando esa misma expresion puedes calcular la velocidad promedio en cada
intervalo de tiempo considerado y asi se completa la siguiente tabla.



Tiempo 1 Tiempo 2 Posicion 1 Posicion 2 VeIoada.d
promedio
3 5 9 25 8
3.5 4.5 16 20 4
3.9 4.1 18.5 19.1 3
3.99 4.01 18.98 19.02 2
3.999 4.001 18.998 19.002 2
3.9995 4.0005 18.999 19.001 2

Con estos resultados el entrenador concluye que la velocidad en el segundo 4, es de
2 m/s.

El proceso de acercamiento a un determinado valor en el que se quiere
conocer la variacion instantanea de una funcién en ese valor constituye una forma
aproximada de obtenerla; posteriormente en esta UAC estudiards conceptos y
métodos que permiten obtener la variacion instantdnea de una funcion a través de
un proceso infinito.

Evaluacion formativa 1.1

1. Divide un segmento en dos partes iguales. A continuacion, el segmento de la
izquierda lo divides a la mitad y asi sucesivamente. ;A qué valor se aproxima
la longitud del segmento en la medida que haces mas divisiones?

2. Dibuja un cuadrado, cuyo lado tenga una unidad de longitud. Calcula la
diagonal del cuadrado y construye, sobre uno de los vértices, un cuadrado
que tenga como diagonal la mitad de la diagonal del cuadrado anterior y asi
sucesivamente. Obtén una expresion para el lado del cuadrado, después que
hayas hecho n divisiones. ;A qué valor se aproxima el lado del cuadrado?

3. La figura de la derecha muestra
varios cuadrados inscritos en un
cuadrado original. Obsérvala
con atencion, reflexiona y
responde las siguientes

preguntas:

a) ¢(Cual es el procedimiento
para dibujar los cuadrados
inscritos?




c) ¢Existe un limite en la cantidad de cuadrados inscritos que se pueden
dibujar?

d) ;El proceso de construccion de cuadrados inscritos es un proceso finito o

infinito?

e) ¢Es posible determinar la longitud de los lados y el area de cada uno de
los cuadrados inscritos?

4. Calcula la variacion promedio de las siguientes funciones en los intervalos
dados.

a) f(x) = 2x? —%x,en [5,10]

b) g(x) =x3+x,en[-3,0]

o flx)= ﬁ,en [2,2 + h]

. En una carrera un atleta recorre los primeros tres segundos a una velocidad de
10 m/s. Después de los 8 segundos habia recorrido 90 m. ;Cuadl es la velocidad
promedio a la que recorrid ese trayecto de la carrera?

. Un objeto dejado caer desde una determinada altura se mueve en caida libre a
una velocidad dada por la expresion v(t) = gt, donde g =9.8m/s* es la
aceleracion que ejerce la gravedad sobre todos los cuerpos.

Si se deja caer una pelota desde una altura de 160 m:

a) Determina la velocidad media o promedio a los 3 segundos de caida.

dy—d,

b) Utilizando la férmula v, = completa la siguiente tabla para calcular

la velocidad promedio en los intervalos de tiempo sefialados:

Intervalo | [3,4] | [3,3.5] | [3,3.1] | [3,3.01] | [3,3.001] | [3,3.0001]
d;
dy

Velocidad
media

c) (A qué valor se aproxima la velocidad instantanea a los 3 segundos?




Autoevaluacién y coevaluacion 1.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacioén para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso
para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 1. Responde con honestidad a la
evaluaciéon de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
de logro

Desempeiio Bueno | Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacién favorable
para el aprendizaje con mis comparfieros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis comparieros.

Analicé, a partir de ejemplos, como a través de
procesos infinitos, se puede obtener la variacion
o cambio de una magnitud o una funcién
respecto a otra magnitud. (M1-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 1 y que
responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempeiio

Propici6 un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuyé colaborativamente en la
retroalimentacién de dudas de sus comparieros.

Analizd a partir de ejemplos cdmo a través de
procesos infinitos, se puede obtener la variacion
0o cambio de una magnitud o una funcion
respecto a otra magnitud. (M1-C2)

Nombre y firma de quien coevaltia



Problemas que dieron origen al calculo diferencial
Analiza de manera intuitiva algunos de los problemas que dieron origen al calculo

diferencial, en particular el problema de determinar la recta tangente a una curva
en un punto dado.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M3-C3 Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje
matematico para la solucién de problemas propios
del Pensamiento Matematico, de Areas de
Conocimiento, Recursos Sociocognitivos, Recursos
Socioemocionales y de su entorno.

T 0 >

>

M1-C4 Describe situaciones o fenémenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematico 'y
el lenguaje natural.

@)

uy

Evaluacion diagnostica 2.1
Relaciona las siguientes columnas.
Definicién Concepto

2. Pardevalores que representan la ubicacién de () Recta tangente a una
un punto en un plano. curva

3. Expresion matemadtica de la forma: y = mx +
b

4. Relacion entre el cambio en y y el cambio en x
de una recta.

() Coordenadas de un punto

() Funcion lineal

5. Rama de las matemadticas que estudia las
figuras geométricas utilizando coordenadas y () Geometria analitica
ecuaciones.

6. Recta que intersecta a una curva en dos puntos

distintos () Geometria sintética

Recta que toca la curva en un solo punto. () Pendiente de la recta

Rama de las matematicas que estudia las
propiedades y relaciones de las figuras
geométricas sin recurrir a coordenadas, se
basa en postulados basicos y teoremas.

() Recta secante




De la geometria antigua al cdlculo moderno: el problema de la tangente

Imagina que eres un estudiante de bachillerato
apasionado por las matematicas y te enfrentas a un
problema que ha interesado a los matematicos durante
siglos: ;como puedes encontrar la pendiente de una
curva en un punto especifico? Esta cuestion es
fundamental para comprender fendmenos en fisica,
ingenieria, economia y otras ciencias.

El calculo de la recta tangente en un punto de

Figuira 2.1, Issae Newton (43 1727), U2 curva tiene sus raices en los. antiguos’mateméticos
Fuente: Generada por OpenAl, 2025. griegos, como Euclides, Apolonio y Arquimedes. Ellos
definieron la recta tangente como aquella que toca a la curva en un punto y sigue
su misma direccion sin cruzarla. En una segunda
etapa, matematicos como Descartes, Fermat, Torricelli
y Barrow aplicaron calculos algebraicos, maximos y
minimos, asi como limites, para encontrar la recta
tangente en curvas mas complejas. Finalmente, en una
tercera etapa, Isaac Newton en Inglaterra (Figura 2.1) y
Gottfried Wilhelm Leibniz en Alemania, (Figura 2.2),
considerados los fundadores del calculo infinitesimal,

desarrollaron de manera independiente esta rama

completamente nueva de las matematicas, como ya

Figura 2.2. Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716). conoces de la progresion de aprendizaje anterior. Uno
Fuente: Generada por OpenAl, 2025.

de los problemas clave que abordaron fue determinar
la pendiente de una recta tangente a una curva en un punto dado.

La recta tangente tiene gran importancia, es fundamental en el estudio de las
matematicas puras, asi como en aplicaciones en ingenieria, fisica, economia y otras
disciplinas que dependen de la comprension de cambios y variaciones en sistemas
dindmicos.

Si tu familia posee una parcela agricola donde cultivan tomates, uno de los
desafios que enfrenta es maximizar la produccion de tomates a lo largo del tiempo.
Para tomar decisiones informadas sobre la siembra y cosecha, necesitas comprender
cdmo cambia la produccion de tomates con respecto a varios factores, como la
cantidad de fertilizante utilizado o el tiempo de crecimiento de las plantas. Es
necesario considerar como la producciéon de tomates (en kilogramos) cambia con el
tiempo (en semanas) y si la produccion de tomates P(t), como funcion del tiempo t,
se puede modelar mediante la siguiente funcion cuadratica: P(t) = —2t* +



8t + 20, entonces aqui es donde el estudio del cambio de una funciéon de variable
real, a través del calculo diferencial, se vuelve decisivo.

La recta tangente: un acercamiento intuitivo

Pensemos en un coche que sigue una carretera con curvas. En cada punto de esa
carretera, el coche sigue una direccion particular. Esa direccion es la que describe la
recta tangente en ese punto. Aunque la carretera es curva, la recta tangente es una
linea recta que toca la curva en un solo punto y no la corta, y nos da informacion
sobre la direccion que lleva el coche en ese instante. Sin embargo, en algunos casos,
la recta tangente en ese punto puede cortar la curva en otro punto. Esto ocurre
cuando la curva tiene una forma tal que la tangente, al extenderse, vuelve a
encontrarse con la curva en un punto diferente.

Con la siguiente actividad, vamos a revisar y reforzar un concepto
fundamental de la geometria sintética: la tangente, la cual ya se tratd en Pensamiento
Matematico II.

La recta tangente: direccion y analisis local de curvas

El objetivo de conocer la recta tangente en una curva es fundamentalmente
comprender cdmo se comporta la curva en un punto especifico. Este conocimiento
nos permite determinar la direccion de la curva en ese punto, es decir, la inclinacion
o pendiente de la curva en relacion con los ejes cartesianos; al respecto, algunos
puntos clave para ampliar esta idea son:

1. Pendiente de la curva en el punto: la pendiente nos dice si la curva esta subiendo
(pendiente positiva), bajando (pendiente negativa), o si es horizontal en ese
punto (pendiente cero).

2. Aproximacion local: la recta tangente proporciona la mejor aproximacion lineal
a la curva cerca de ese punto. Si ampliamos la vision, una curva puede parecer
complicada y no lineal, pero a escala local, la recta tangente nos da una
representacion lineal sencilla.

3. Aplicaciones:

* En la fisica, esta informacion es clave para determinar la velocidad
instantanea de un objeto en movimiento. La pendiente de la curva de
posicidon-tiempo en un instante nos indica la velocidad en ese momento (ver
Figura 2.3).

* En la economia, como se representa en la Figura 2.3, puede utilizarse para
medir la razon de cambio de una variable, como los ingresos o costos, en
relaciéon con otra variable, como la cantidad de produccion.

* En ingenieria, ayuda a comprender la inclinacion o direccion de una
superficie en un punto dado (ver Figura 2.5).



Grafica de posicidn en funcidn del tiempo ¥ su recta tangente en b
P POy g Grafica de la curva de costos y su recta tangenteen f = 4

Posicién

. Tiempo (t

- 1+

Figura 2.5. Inclinacién o direccién de
una superficie (Ingenieria.)
Fuente: Generada por OpenAl, 2025.

Figura 23. Pendiente de la curvaFigura2.4. Tasa de cambio (Economia).
posicién — tiempo (Fisica). Fuente: Generada por OpenAl, 2025.
Fuente: Generada por OpenAl, 2025.

4. Transicion al calculo diferencial. Al estudiar la recta tangente, estamos abordando
el problema que dio origen al calculo diferencial, planteado originalmente por
matematicos como Fermat y Descartes, quienes buscaban la inclinacion de curvas en
un punto sin necesitar una férmula explicita para la curva.

Por tanto, conocer la recta tangente no solo nos informa sobre la direccion de
una curva en un punto, sino que también es una herramienta clave para analizar
cdmo cambian los fendmenos que modelamos mediante funciones matematicas.

La recta secante y su relacion con la recta tangente

La relacion entre la recta secante y la recta tangente radica en que la recta secante
sirve como una aproximacion del comportamiento de la curva entre dos puntos,
mientras que la recta tangente representa el comportamiento instantaneo en un solo
punto. Una recta secante es aquella que corta una curva en dos o mas puntos
distintos. A medida que los dos puntos de la curva que determinan la recta secante
se acercan entre si, es decir, cuando la distancia entre ellos tiende a cero, la recta
secante se convierte en la recta tangente.

Por lo tanto, la recta tangente puede considerarse como el caso limite de la
recta secante, proporcionando la pendiente exacta y la razén de cambio instantanea
en un punto especifico de la curva, mientras que la recta secante ofrece una razén de
cambio promedio entre dos puntos distintos.



Ejemplo formativo 2.1

Un atleta esta corriendo en una pista circular, como se
muestra en la Figura 2.6. En cada momento, el atleta
cambia de direccién, pero en un instante especifico, la
direccion en la que esta corriendo puede representarse
mediante una recta tangente a la pista en ese punto.

a) Escribe la ecuacion de un circulo centrado en el
origen.

b) Utiliza el applet para manipular el punto sobre la
circunferencia del circulo, el cual representa al atleta
en movimiento.

Resolucion

a) Lenguaje matematico. Si la pista es un circulo su
ecuacién centrada en el origen es: x? + y* = r?

b) Applet: atleta corriendo en la pista circular

https://www.geogebra.org/m/bwhwh2sx

Interpretacion

Se observa que, aunque la pista es curva, en un instante

especifico el atleta sigue una linea recta, que

corresponde a la direccion de la tangente.

A .-/i-'

Figura 2.6. Atleta corriendo en una pista circular.
Fuente: Generada por OpenAl, 2025.

Atleta corriendo en una pista circular **

“%‘; Roct sscants tons o

Segun lo analizado podemos establecer la definicion de recta tangente a una

curva.

En el punto de tangencia, la recta tiene la misma direccion que la curva, lo
que significa que comparte la misma pendiente que la curva en ese punto. Es, por

asi decirlo, una aproximacion lineal de la curva en un entorno

muy pequenio alrededor del punto de tangencia.

En el siguiente Applet que aparece en el codigo QR
2.1, escribe diversas funciones con el objetivo de
practicar el trazado de rectas tangentes a una curva
en distintos puntos, en el Applet: recta tangente a
una curva,

QR 2.1. Applet de GeoGebra.
Fuente: Parzibyte, 2025.

Hect angen (Oveaci gt o e puni)



https://www.geogebra.org/m/bwhwh2sx

El concepto de recta tangente: una aproximacion intuitiva y visual para el estudio
de curvas

Observa la Figura 2.9; identificalarecta y =
1; asi como la curva f(x) = x* —2x? + 1; en
el punto B(0,1) la recta es tangente a la curva.
En los puntos A y C, la recta corta a la curva.

La recta tangente esta estrechamente
relacionada con la idea de pendiente.
Intuitivamente, la pendiente de una curva en
un punto es la inclinacién de la curva en ese
punto, y la recta tangente es la linea que tiene

fix)=xt-2x2+1

esa misma inclinacion.

Ahora, podemos imaginar que
estamos observando una curva muy de
cerca. 5i hacemos un zoom suficientemente
grande en un punto de la curva, la curva

, , : . : . g d 922 4 1ia =
comenzara a parecerse a una linea recta. Esa Figura 2.9. Graficas de las funciones: f(x) = x* — 2x*+ 1,y = 1.

, Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
linea recta es lo que llamamos la recta

tangente en ese punto. Esta aproximacion lineal es 1til porque las lineas rectas son
mucho mas faciles de manejar matematicamente que las curvas. La recta tangente
nos da una manera de simplificar el estudio de las curvas al aproximarlas por lineas
rectas en puntos especificos. La determinacion de la recta tangente tiene aplicaciones
practicas en muchas areas.

Calculo de la pendiente de la recta tangente a partir de la recta secante

Para abordar el calculo de la recta tangente, es util revisar algunos conceptos de la
geometria analitica y sintética. En particular, de geometria analitica, la pendiente de
una recta y las ecuaciones de lineas y curvas. De la geometria sintética, las
propiedades de los tridngulos y los dngulos. Estas propiedades nos ayudaran a
visualizar mejor las relaciones entre la curva y su tangente, ya que, por ejemplo,
podemos usar la geometria analitica para encontrar la ecuacion de una curva y luego
aplicar métodos de la geometria sintética para entender las propiedades de la
tangente.

El cdlculo diferencial surgid, como ya conoces, a partir de la necesidad de
resolver problemas relacionados con el cambio y la variacion, especialmente en
geometria y fisica. Uno de los problemas centrales que motivaron el desarrollo de
estas ideas fue, precisamente, el de determinar la recta tangente a una curva en un



punto dado. A continuacion, se analizan algunos problemas de manera intuitiva, los

cuales fueron clave para el nacimiento del calculo diferencial.

Ejemplo formativo 2.2

]

Vamos a trazar la recta tangente a
f(x) = x%, en el punto P(—2,4). Para
ello, iniciamos con el trazo de la recta
secante que pasa por los puntos
P(—-2,4)y Q(0,0) dela funcién (Figura
2.7), siendo xy = —2,y, = 4, asi como
x1 =0,y =0.

i

-1 o O 1 2
b

Figura 2.7. Funcién f(x) =x? y la
recta secante que pasa por los
puntos Py Q.

Fuente: Elaboracion propia
(GeoGebra, 2025).

variacion

La recta PQ tiene una variacion en x, L
Ax = x; — x¢,luego x; = x, + Ax.

La recta (P_Q) también tiene una
en Y,
Yo,luego y; = yo + Ay (Figura 2.8).

RN

Figura 2.8. Variaciones Ax y Ay
entre Py Q.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra,

Ay =y, — 2025).

Recuerda que y, = f(x),y1 = f(x1), pues son las imagenes de f evaluadas en x, y

X1 respectivamente.

Sustituyendo Ay = y; —yo = f(x1) — f(x0) = f(xo + Ax) — f(x).

. I . . . A
A partir de las variaciones en x y en y, se tiene la razén de cambio ﬁ de f(x) = x*

que es la pendiente de la recta secante.

Mgec =

Evaltuia para P(—2,4) y Q(0,0).
Comoxy=—-2,y=4y x,=0,y,=0
se tiene:

Ax =2, =% =0—(-2) =2
flxo+Ax) =f(-2+2)=(0)2=0
flxo) = (=2)* =4

fxo+82) = f(xo) = 0 — 4 = —4

=f(x0+Ax)—f(x0)=—_4

Mgec Ax > = -2

Cambio enlaordenaday Ay  f(xo + Ax) — f(xo)
Cambio en laabscisax ~ Ax Ax

Evalta para P(—2,4) y Q(—1,1).
Como xO = —2' }’0 = 4yx1 = —1,}/1 =

1
se tiene:
Ax=x1—xg=—-1—-(-2)=—-1+2

=1
flro+Ax) =f(-2+1) =(-1%?=1
flx) = (=2)* =4
flo +Ax) — f(xo) =1 -4 = -3

_f(x0+Ax)—f(x0)_—_3__3
mSEC_ Ax - 1 -




Observa que, a medida que x; se acerca a x,, la diferencia Ax decrece y se va
aproximando a cero. Consecuentemente Ay = f(x, + Ax) — f(x,) también decrece
y las rectas secantes varian sucesivamente hasta que se obtiene la recta que es
tangente a f(x) = x? en el punto P(—2,4).

Mediante el ejemplo anterior, hemos visto el proceso para trazar una recta
tangente a la funcion y = f(x) en el punto P(x, f(x¢)). Pero ¢cudl es la ecuacion de
la recta tangente?

De la recta tangente, se conoce el punto de tangencia P(x,, ¥,), y para
determinar la ecuacion en la forma punto-pendiente: y —y, = myq,(x — x;) se
necesita calcular la pendiente m,,,, la cual puedes obtener, en forma aproximada,
seleccionando un punto cercano al punto de tangencia, digamos (x, + h, f (x, + h)),
siendo & un pequeno incremento respecto a x, y proceder como en el Ejemplo
formativo 2.2. acercando sucesivamente x,+h a x, y obtener asi la ecuacion
aproximada de la recta tangente: y — yg = Mg, (x — xo).

Esta ecuacion se puede transformar en la ecuacion pendiente-ordenada al origeny =
MegnX + b, por transposicion de términos haciendo b = y, = f(x). La forma exacta de
obtener la ecuacion de la recta tangente la estudiards en una progresion de aprendizaje
posterior.

Con ayuda del siguiente Applet, codigo
QR 2.2, simula el acercamiento del punto Q al
punto P, ademas mueve el punto A (forma un
angulo de 90 grados) y observa el valor de Ax
y Ay. El Applet muestra la pendiente de la

recta secante PQ. Ademads, muestra la ecuacién
de la recta tangente en el punto P.

QR 2.2. Applet de GeoGebra.
Fuente: Parzibyte, 2025.

Evaluacion formativa 2.1

1. Para el desarrollo de la actividad necesitas un juego geométrico. Mientras
trabajas, piensa en la naturaleza de la tangente. ;Qué observas? ;Donde toca la
recta a la curva? Una propiedad clave que debes recordar es que la tangente toca
a la curva exactamente en un solo punto.

a) Dibuja rectas tangentes sobre circulos.

Paso 1. Dibuja tres circulos en tu cuaderno de cuando menos 2 cm de radio.



Paso 2. En cada circulo dibuja un punto en la circunferencia.

Paso 3. Traza una recta que solo toque a cada circulo en el punto dibujado en el
paso 2.

Paso 4. ;Como se le llama a la recta que toca al circulo en un solo punto?

Paso 5. Traza una recta normal a la recta tangente en el punto dado en cada
circulo.

Paso 6. Del paso anterior, jesa recta perpendicular contiene al radio del circulo?

b) Dibuja una recta tangente a la curva con apoyo de una parabola.

Paso 1. Dibuja en tu cuaderno una parabola con vértice V'y cuyo eje de simetria
sea una recta [.

Paso 2. Traza el segmento AP, de tal manera que AP sea perpendicular a I, donde
A esta sobre la recta [ y P sobre la parabola.

Paso 3. Sobre [ traza el punto B, tal que AV = VB, es decir, la distanciade Aa V
es igual a la distancia de V a B.

Paso 4. Traza una recta que pase por los puntos Py B.

Paso 5. ;COomo se le llama a la recta que toca la curva en un solo punto?

2. Movimiento de un coche en una carretera
montafnosa: un coche se mueve por una carretera
sinuosa en las montafas. Si queremos saber hacia
donde se dirige exactamente en un momento dado,
podemos observar la direccion de la recta tangente
a la carretera en ese punto (Figura 2.9).

a) (Qué representa la recta tangente a la carretera >
en el punto donde se encuentra el coche? Figura 2.9. Carretera sinuosa

b) Siobservamos que la carretera se hace mas curva Fuente: Generada por OpenAl 2025
en un tramo, jcdmo cambiaria la recta tangente en comparacion con un tramo

mas recto?



3. La sombra de un arbol: pensemos en la sombra de
un arbol que cambia de direccion a lo largo del dia.
Si graficamos la posicion de la sombra con el tiempo,
la curva resultante puede tener tangentes que
representen la direccion en la que se proyecta la
sombra en un momento dado (Figura 2.10).

a) ;Qué representa la recta tangente a la curva que
describe la posicion de la sombra del arbol en un
momento especifico del dia? Figura 2.10. Sombra de un érbol

5 , .. Fuente: Generada por OpenAl, 2025

b) Si la sombra se desplaza mas rapidamente
durante el mediodia, ;cémo afectaria esto a la pendiente de la recta tangente
en ese tramo de la grafica?

¢) ¢(Como cambiaria la recta tangente si la sombra del arbol se moviera mas
lentamente al amanecer o al atardecer?

4. Analiza y responde.
a) ;Como se puede interpretar la recta tangente en el contexto de un coche que sigue

una carretera curva?
b) ;Por qué se dice que la recta tangente toca la curva en un solo punto y no la corta?

c) ¢En qué casos la recta tangente puede volver a cortar la curva?

5. Responde las siguientes preguntas considerando la relacién entre la pendiente
de una curva y su recta tangente.
a) ¢Coémo se relaciona la pendiente de una curva en un punto con la recta
tangente en ese punto?
b) ¢Por qué es util hacer una aproximacion lineal de una curva en un punto
utilizando su recta tangente en ese punto?
c) ¢En qué casos la recta tangente puede cortar la curva en otros puntos, como
ocurre en los puntos Ay C de la Figura 2.10?
Aplica este conocimiento para maximizar la produccion de tomates en una parcela
agricola a lo largo del tiempo.

6. Si tu familia posee una parcela agricola donde cultivan tomates, uno de los
desafios que enfrenta es maximizar la produccion de tomates a lo largo del
tiempo. Para tomar decisiones informadas sobre la siembra y cosecha, necesitas
considerar que la produccion de tomates (en kilogramos) cambia con respecto al
tiempo (en semanas). Si se considera que la produccion de tomates como P(t) en
funcién del tiempo t, se puede modelar mediante la siguiente funcion cuadratica:



P(t) = —2t* 4 8t + 20, responde las siguientes preguntas apoyandote, cuando
corresponda, en el siguiente Applet:

a)

b)

d)
f)

8)
h)

j)

https://www.geogebra.org/m/dv74qkzy

Escribe la variable produccion de tomates en kilogramos en funciéon del
tiempo.

Escribe la variable referente al tiempo de crecimiento de las plantas en
semanas.

La produccién de tomates, P(t), en funcién del tiempo (semanas), esta
modelada por una funcion cuadratica, ;cual es?

¢(La funcién es concava hacia arriba o hacia abajo?

(Qué representa el término constante 20?

(En la funcion se observa un punto minimo o maximo?

¢Cuando ocurre la maxima produccion?

(Cudl es el objetivo del problema?

(Cuales son las coordenadas del punto de tangencia cuando la pendiente de
la recta tangente es igual a cero?

(Qué indica el punto T(2,28)?



https://www.geogebra.org/m/dv74qkzy

Autoevaluacion y coevaluacion 2.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso
para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 2. Responde con honestidad a la
evaluaciéon de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso
de logro

Desempeiio Bueno | Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis comparfieros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis comparieros.

Utilicé el concepto de secante y sus propiedades
para obtener la tangente a una curva en uno de
sus puntos. (M3-C3)

Determiné tanto de forma grafica como
intuitivamente la recta tangente como
aproximacion de la recta secante. (M1-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje
Solicita a un compafero, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempenio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 2 y que responda
con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

de logro

Desempeiio Bueno | Sobresaliente

Propici6 un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis compafieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuyé colaborativamente en la
retroalimentacién de dudas de sus comparieros.

Utiliz6 el concepto de secante y sus propiedades
para obtener la tangente a una curva en uno de
sus puntos. (M3-C3)

Determin6d tanto de forma grafica como
intuitivamente la recta tangente como
aproximacién de la recta secante. (M1-C4)

Nombre y firma de quien coevaltia



Estudio del cambio de una funcion de variable real

Revisa situaciones y fendmenos donde el cambio es parte central en su estudio, con la finalidad

de modelarlos aplicando algunos conocimientos basicos de funciones reales de variable real y las
operaciones basicas entre ellas.

En proceso de

Metas de aprendizaje Bueno | Sobresaliente

logro
M1-C3 Construye un modelo matemético, identificando = A
las variables de interés, con la finalidad de explicar una c
situacidn o fendmeno y/o resolver un problema tanto
tedrico como de su entorno. H

Evaluacion diagnostica 3.1

1. Se realizé un experimento en el que se registro la distancia que se desplaza un
automovil después de frenar, durante el tiempo medio de reaccion, para algunos
valores diferentes de la velocidad. Selecciona en cada caso la respuesta correcta:
a. ¢(Cual de las siguientes expresiones algebraicas representa el

comportamiento mostrado en la tabla y grafica de la derecha?

ii d=v-—-15
ii. d=v+15

. d=§v—15

iv. d=-v+15 60 15 l 70 o Ganfy
2
70 20

b. La velocidad maxima v, a la que el automovil debe desplazarse para que
pueda detenerse casi instantaneamente es:
i. 20 km/h ii. 30 km/h iii. 35 km/h
c. La distancia que recorre el automoévil antes de detenerse después de frenar,
cuando viaja a 130 km/h es:
i. 30m ii. 40 m iii. 50 m
2. Si g(x) =x?>—-3x—10 y h(x) =x+ 2, ;Cudl es el resultado de la operacién
(g/h)(x)? Argumenta tu respuesta.
i) x+5
i) x =5
iii) x — 2




El fendmeno del cambio y su modelacidon con funciones de variable real

Aunque parezca contradictorio, el cambio es una constante en nuestro universo ya
que se presenta en todos lados y a todo momento. Este fendmeno, no es ajeno al
ingenio humano, de hecho, desde la prehistoria el homo sapiens ha aprovechado la
observacion de los patrones en los cambios de la naturaleza para predecir y
anticiparse a eventos para su beneficio; por ejemplo, el cambio de estacion para
establecer el inicio de un ciclo agricola, el cambio de color y de tamano de un fruto
para saber cuando realizar la cosecha, entre otras situaciones.

Predecir un cambio resulta ventajoso para un individuo o una comunidad,
por lo que es entendible la tendencia del ser humano a perfeccionar como analizar
el cambio. En este sentido, las funciones de variable real son de gran utilidad, pues
permiten modelar, tanto fendémenos naturales como artificiales, a través de la
relacion que tienen determinados parametros (las variables), como el tiempo o la
utilizacion de un recurso, con respecto al comportamiento de otro pardmetro o su
disponibilidad.

En la UAC Pensamiento Matematico II, al aplicar las funciones lineales en la
solucion de problemas, estudiaste el concepto general de funcion, que es importante
recordar para el tratamiento de esta progresion: una funcion f es una regla que
produce una correspondencia entre dos conjuntos, de modo que a cada valor x del
primer conjunto, que se denomina dominio de la funcion, le hace corresponder un
unico valor f(x) perteneciente al otro conjunto que se le llama codominio de la
funcion.

Por tanto, una funcion es una relacion, que se establece a través de una regla
entre un valor de entrada (variable independiente) y un valor de salida (variable
dependiente), de tal manera que, siempre que se asigne un valor de entrada, la
correspondencia de la regla determinard exactamente un valor de salida, que forma
el conjunto imagen o rango (Ry), dentro del codominio de la funcion (Figura 3.1).

Dominio de f, Dy Codominio de f

Rango de f

Figura 3.1. Esquema de una funcién.
Fuente: Elaboracién propia (Word, 2025).



Si el dominio y codominio son subconjuntos del conjunto de los nimeros
reales la funcion se denomina numérica o de variable real.

Las funciones proporcionan un medio para describir y comprender relaciones
entre variables y se pueden representar de diferentes formas, como ya estudiaste: a
través de una descripcion verbal, una expresion algebraica, un conjunto de pares
ordenados, una tabla de valores o mediante una grafica, la que se obtiene
representando los pares ordenados (x, f (x)) como puntos del plano cartesiano.

Ejemplo formativo 3.1
De acuerdo con lo anterior, del ejercicio 1 en la evaluacion diagnostica, sabes que:

a) Las variables que proporcionan el medio para describir y comprender la relacion
son la distancia recorrida y la velocidad del vehiculo.

b) La regla que establece la relacion entre las variables es la expresion algebraica:
d=-v-15.

c) Sobre los valores que pueden tomar las variables, para la variable v, su dominio,
de acuerdo con el contexto planteado en el problema, son valores mayores o
iguales a 30 km/h, mientras que la variable d, puede obtener valores mayores o
iguales a 0, ;por qué?

d) Las representaciones que se utilizaron en dicho problema fueron la expresion
algebraica, la tabla de valores y una grafica.

Para mostrar en forma explicita como abordar en diferentes dreas el cambio a
través de su modelacion con funciones, se presentan a continuacion algunas
aplicaciones en situaciones y fendmenos donde se caracteriza el cambio mediante
funciones.

Campo de la fisica. El cambio de posicion de un cuerpo lanzado
verticalmente hacia arriba en funcién del tiempo se analiza desde el movimiento
uniformemente acelerado, cuyo modelo matematico es:

1
h(t) = hy + vyt + Egtz

Donde:

h(t): altura en funcién del tiempo
hy: altura inicial
vy: velocidad inicial



t: tiempo en segundos
g: valor de la aceleracion debida a la gravedad

Campo de la biologia. La extincion o crecimiento de una poblacion de
bacterias, hongos o de crias domésticas y ganado; pueden ser modelados por
funciones del tipo exponencial, es decir, funciones en las que la variable

independiente se encuentra en el exponente de un namero. Su forma general es:

f(x) = ba*

donde f(x): esla funciéon de crecimiento
b: es el valor inicial
a: es el factor de cambio
x: es la variable independiente

Campo de la economia y administracion. En economia y administracion se
conoce como ingreso, a la cantidad total de dinero que obtiene una empresa, u
organizacion, debido a la venta de sus productos o a la prestacion de sus servicios.
Lo anterior puede ser modelado por una funcion lineal y su forma general es:

I = px
Donde:
Ir: ingreso total
p: precio del producto o servicio
x: cantidad de productos vendidos o servicios brindados

Ejemplo formativo 3.2

Una empresa en la que se fabrican cargadores para teléfonos celulares vende a sus
clientes mayoristas dichos cargadores a un costo de $150.00. Si para ser considerado
como cliente mayorista necesitan hacer una compra de al menos 1,000 productos,
(cudl serd el ingreso menor que pudiera recibir el fabricante de un cliente

mayoritario?
Resolucion

Como la funcién Iy = px, se tiene:

* Variable independiente x: cantidad de cargadores
* Costo de cargador: p = 150
Entonces, I = 150x.



Si la cantidad de cargadores minima a vender es 1,000 se tiene:
Iy = 150(1000)
I; = 150000

Por lo tanto, el ingreso menor que puede recibir el fabricante de un cliente
mayoritario es $150,000.00.

Como habras podido observar en los ejemplos anteriores, se aborda una
situacion de cambio, como puede ser el crecimiento de una poblacion, el movimiento
de un cuerpo fisico o un fendmeno econdémico haciendo una modelacién con
funciones.

Sin embargo, hay sucesos o fendmenos en los que es necesario trabajar con
mas de una funcion de variable real para analizarlos, para lo cual, como parte del
proceso de modelacion es necesario realizar operaciones con funciones.

Operaciones con funciones

Las funciones se pueden combinar en formas diferentes; una forma basica se refiere
a sumar, sustraer, multiplicar y dividir funciones. Dadas dos funciones f y g de
variable real, podemos considerar su suma, resta, multiplicacion y division y formar
nuevas funciones, f+g, f —g, f-9 v f/g, las que se definen por las siguientes
reglas y condiciones sobre sus dominios.

Operacion Ejemplo
Suma:
(f+9)() =f()+9x) Sea f(x) =2x+3yglx)=x*+2x—-1
fF+9x)=x*+4x+2
D,y = Dy N D,
Resta:

Sea f(x) =2x+3yg(x) =x*+2x—-1

(F - @) = F() - 9
Fro0 =1 m ot (F - () = —x* + 4

Df—g = Df n Dg

Multiplicacion: Seaf(x) =xyglx)=x+2
X =fx) gkx) (f - g)(x) = x? + 2x




Df'g = Df N Dg

Division:
(f/9)x) = f(x)/g(x), gx) # 0
Df/g = Df n Dg - {X|g(.X') = 0}

Sea f(x) = x*+2xyglx) =x,x#0
(f/g)(x) =x+2

Una operacion particular con funciones tiene lugar cuando nos referimos a la
composicion de funciones, la que se representa esquematicamente en la Figura 3.2.
Sean f y g dos funciones cualesquiera tales que el rango de f se encuentra dentro
del dominio de g; la composicién de g y f es la funcion en la que a cada valor x del
dominio de f se hace corresponder el valor g[f(x)], se denota como g o f, es decir:

(g° ) =glf(x)]

ﬁ (g2/)(x) = g[Ax)] ﬁ

Dominio de f Dominio de g Codominio de g

Figura 3.2. Esquema de la funcién compuesta.
Fuente: Elaboracién propia (Word, 2025).

De igual forma, si el rango de g se encuentra dentro del dominio de f la
composicion de f y g es la funcién dada por f[g(x)], se denota como f o g y se tiene:

(f e g)(x) = flg(0)]
Si, por ejemplo f(x) = x* y g(x) = x + 3, se cumple R; = R, c R =D,
luego
(g ) =glf()] = glx*] = x* +3
Ejemplo formativo 3.3
1) Dadas las funciones anteriores f(x) = x? y g(x) = x + 3:
a) Determina (f o g)(x)

Como R; = R c R = Dy, entonces

(f e 9)() = flg()] = flx + 3] = (x + 3)?



b) Calcula (g ° f)(2)

(o) =glf@D]=glf] =g[2%]= 22 +3=7
c) Calcula (f o g)(2)
(feg)@) =flg@]=f[2+3]=f(5) =(5)* =25

Como habras podido apreciar de los dos ejemplos anteriores la composicion
de funciones no cumple la propiedad conmutativa, es decir, en general

fog)(x)#(gef)lx)

Como ya se ha mencionado, existen situaciones o sucesos cuyo cambio puede
ser estudiado mediante una modelacion en la que se realicen operaciones con
funciones. Por ejemplo, la obtencion de utilidades (ganancias) de una empresa se
determinan por la diferencia que existe entre la funcién de ingreso total (I7) y la de
costo total (Cr).

Por lo tanto, mateméaticamente la utilidad (U) puede ser calculada por la

expresion:
U(x) = Ir(x) = Cr(x)

A su vez, el costo total se obtiene a partir de la suma de la funcion de costo
variable C, y la de costo fijo (Cf), es decir: Cr = C, + (.

Actividad formativa 3.3

1. Una empresa produce y vende un articulo a un precio de $150.00, si sus costos
fijos mensuales son de $400,000.00 y sus gastos de mano de obra son de $20.00 por
producto y por concepto de materia prima de $30.00 por producto, determina la
utilidad mensual de la empresa si su produccion y venta mensual es de 10,000
articulos.

Primero. Determina la funcion de ingreso total, que ya conoces, Iy = px, donde
p =
Luego, la funcion Iy =

Segundo. Determina la funcién de costo total Cr la cual se compone del costo
variable y el costo fijo.

El costo variable, es aquel que depende directamente del nivel de produccion, por
ejemplo, la materia prima y la mano de obra necesarios por la cantidad de productos
o servicios brindados, para este caso: C, =



Por su parte, la funcion de costos fijos representa aquellos costos que no varian
significativamente con los cambios en el nivel de produccion, normalmente es una
funcion constante, en este caso: Cy =

Por lo tanto, si la funcion de costo total es Cr = C,, + C, resulta:

Tercero. Determina la funcion de la utilidad U(x) = I (x) — Cr(x) y calcula

Cuarto. Determina cual es la utilidad sustituyendo el valor de x.

Evaluacion formativa 3.1

1. Una pelota ha sido lanzada con una velocidad inicial de 64 pies/s desde la parte
superior de un acantilado a 100 pies del suelo de un cafion. La aceleracion debida
ala gravedad es —32 pies/s?.

a) Encuentra el modelo del cambio de posicién de la pelota con respecto al
tiempo obteniendo su expresion algebraica, llenando la tabla de valores a

partir de  observar  su representacion grafica, como
se muestra a la derecha. Grafica:
. . . il
Primero establece lo siguiente: y
180
ho =
160 <P
Vg = I/
140
g =
120 /
Expresion algebraica: 100
80
Tabla de valores: 60
40
Tiempo (s) | Altura h(t)
5
(pies) 20
0 100 ol 1 2 3 4 5 6x
1




Q=W ([N

b) ¢En cuanto tiempo alcanzara su altura maxima la pelota?

c) ¢Cuadl es la altura maxima alcanzada por la pelota?

d) ¢A los cuantos segundos llegara al suelo?

e) ¢Cuales son las variables de la funcién?

f) ;Cuadles son los valores (conjuntos numeéricos) que pueden tomar las variables

de la funcién?

2. En un cultivo hay inicialmente 500 bacterias y se duplica en tamafio cada hora.

Si este crecimiento es exponencial, encuentra el modelo del cambio de poblacion

de bacterias con respecto al tiempo t en horas a través de su expresion algebraica,

la tabla de valores y de su grafica (apdyate en GeoGebra) e interprétalo

respondiendo las interrogantes.

a) Completa lo siguiente.

Identifica:

Expresion algebraica: Grafica:

La variable independiente:
b =

a=

Tipo de funcion:

Tabla de valores:

Tiempo (t) Poblaciéon

P(t)

P(t) 4
8000

7000
6000
5000
4000
3000
2000

1000




a) A partir de los resultados obtenidos, responde:
i.  ;Cuales son las variables de la funcion?
ii. ;Cuadles son los valores (conjuntos numéricos) que pueden tomar las
variables de la funcion?
iii.  ;En cudnto tiempo la poblacién llegara a 4,000 bacterias?
iv.  ;En cuanto tiempo la poblacion llegara a 8,000 bacterias?
v. ;Cuantas bacterias habra a las 10 horas?

3. Sif(x) =3x—5;9(x)=x*—-3x—10y h(x) = x + 2, calcula:
a) f+9®)

b)  (@-HX)
o (@+mh
d (- hk)

e (feh®

4. Dadas las funciones f(x) =x?—1 y g(x) = x + 1 calcula:
a) f+9)x)
by  (F+903)

c) (g—H)
d)  (9-HNO)
e) (f +9)(x), ;para qué valores es posible esta operacion?
f) +9@

5. Dadas las funciones f(x) =x2 -5y g(x) = x + 5:

a) Determina (f e g)(x)y (g f)(x)
b) Calcula (f ° g)(1)y (g ° f)(1)

Autoevaluacion y coevaluacion 3.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje
Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso
para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 3. Responde con honestidad a la
evaluaciéon de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

de logro

Desempeiio Bueno | Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis companeros.




Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis comparnieros.
Utilicé las funciones y las operaciones con
funciones para modelar y resolver problemas de
diferente indole. (M1-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor
describa tu desempeno durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 3 y que
responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempeiio

Propici6 un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis companeros.
Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus companieros.
Utilizé las funciones y las operaciones con
funciones para modelar y resolver problemas de
diferente indole. (M1-C3)

Nombre y firma de quien coevaltia



Grafica de funciones de variable real

Analiza la grafica de funciones de variable real buscando simetrias, y revisa
conceptos como continuidad, crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos
relativos, concavidades, entre otros, resaltando la importancia de éstos en la
modelacion y el estudio matematico.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M1-C2 Observa y obtiene informacién de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacion que ayuden a entenderlo.

@)

Evaluacion diagndstica 4.1

1. §Qué coordenada tiene el punto marcado en el grafico ¥y
de la derecha?
a) (-1,0) X, .,/ _
b) (0, -1) - XL/_lJvr S X
) (0, 1)
d(1,0)
2. ;Cudl es el dominio de la funcion f(x) = x?

a) [0, +o0) b) (=, 0] ¢) (=90, +) d) (0,1)
3. ;Cudl es el rango de la funcién f(x) = x2?

a) [0, +o0) b) (=0, 0] ¢) (=00, +00) d) (0, 1)

Maria es la encargada de un invernadero que cultiva tomates. 404 (12.35)

Para asegurar un crecimiento dptimo de las plantas, necesita ¥

monitorear y analizar la temperatura durante el dia. § 1

Utilizando sensores, ha registrado la temperatura durante 24 E 201+

horas y ha generado una grafica que muestra la temperatura 5

(en °C) en funcién del tiempo (en horas, desde las 00:00). g (0, 10) (24, 10)
La grafica de la Figura 4.1 muestra el comportamiento ) 'ﬁv 20

de la temperatura a lo largo del dia. Tiempo en horas

Figura 4.1. Comportamiento de

la

temperatura del invernadero de 0 a 24 horas.

Fuente: Elaboracién propia (Desmos, 2025).



Analizando el comportamiento de la grafica de la Figura 4.1, observa que
presenta las siguientes caracteristicas.

Dominio El tiempo varia de las 00:00 a las 24:00 horas.

Rango La temperatura varia entre los 10 °C y 35 °C.

La funcién es continua porque la temperatura cambia
gradualmente sin cambios instantaneos abruptos (el sensor no

Continuidad . . :
falla ni se abre una puerta repentinamente, es decir, no presenta
huecos ni saltos).
, Creciente de 0:00 a 12:00 (madrugada y salida del sol).
Monotonia

Decreciente de 12:00 a 24:00 (tarde y noche).
Temperatura maxima de 35°C a las 12:00.
Temperatura minima de 10°C a las 00:00 y a las 24:00.

Puntos criticos

La temperatura aumenta hasta llegar a un valor maximo y luego
Concavidad empieza a disminuir formado una parabola, por lo que presenta
una concavidad hacia abajo.

Funciones numéricas

Las funciones numeéricas son herramientas matematicas para describir, analizar y
predecir relaciones entre cantidades que cambian. Por ejemplo, una maquina magica
que transforma numeros: introduces un niumero por un lado y sale otro nimero por
el otro lado, siguiendo siempre una regla especifica. jEso es esencialmente una
funcion numérica!

Definiciones de funcion

1. Una funcidn f de un conjunto A a un conjunto B es una relacién o regla de
correspondencia que a cada elemento x € A le asigna un tnico elemento
y=f(x) € B.

2. Una funcidn es un conjunto de pares ordenados de numeros (x, y) en el
que no existen dos o mas pares ordenados con el mismo valor de x y
diferentes valores de y.

3. Una funcién es una relacion entre dos variables (x, y) de tal manera que a
x (la variable independiente), le corresponde uno y sélo uno de los valores
de y (la variable dependiente).




Las funciones numéricas se clasifican en algebraicas y trascendentes.

B Polinomiales Ejemplos: f(x) = 5x, f(x) =3x*> —x +5

2x
-1

Algebraicas 4 Racionales Ejemplos: f(x) = i, f(x) =

x2

Irracionales Ejemplos: f(x) = Vx, f(x) = Yx2 +3

Funciones -
Logaritmicas Ejemplos: f(x) = logox, f(x) =Inx

Trascendentes— Exponenciales Ejemplos: f(x) = 2%, f(x) = e*

Trigonométricas Ejemplos: f(x) = senx, f(x) = cosx

La grafica de una funcion es la representacion visual
de la relacion entre dos conjuntos de valores: el conjunto (x, )
de entrada (generalmente representado en el eje horizontal
o eje x) y el conjunto de salida (representado en el eje
vertical o eje y). Cada punto en esta grafica corresponde a
un par ordenado (x,y), donde x es un valor del dominio
de la funcion y y = f(x) es el valor de la imagen

correspondiente al rango de la funcién (Figura 4.2). Figura 4.2. Grafica de una funcion y = f(x).

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
La grafica permite observar de forma intuitiva el

comportamiento de la funcién, a través del estudio de sus caracteristicas o
propiedades.

Caracteristicas y comportamiento de las funciones

En esta progresion de aprendizaje, se estudian las caracteristicas y el
comportamiento de las funciones algebraicas. Dichas caracteristicas son el dominio,
el rango, la continuidad, la monotonia, los extremos relativos, la concavidad, el
punto de inflexion, la paridad, la simetria y las asintotas.

El dominio de una funcion f que se representa como Dy, es el mayor subconjunto
del conjunto de niimeros reales para los que f(x) es un numero real (Figura 4.3).

El rango de una funcién f que se representa como Ry, es el subconjunto de nimeros
reales que resulta de evaluar f(x) para cada nimero real de su dominio (Figura
4.3).




Figura 4.3. Dominio y rango de una funcién.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

1

fl) =« fG) =~ fx) = Vx
y y
0 x
0 X
Dy =R Dy = {x|x # 0} Dy = {x |x > 0}
Ry ={x |x = 0} Ry = {x|x # 0} Ry ={x|x = 0}

La manera mas intuitiva de entender la continuidad de una funcién es
pensar en dibujar su grafica. Una funcién es continua si puedes dibujar su grafica
sin levantar el lapiz del papel. Si tienes que levantar el 1apiz, has encontrado una
discontinuidad. La representacion grafica de esta funcidn es una curva continua, sin

saltos ni cambios bruscos (Figura 4.4).

fx)=x

Continua en todo R.

fe0 = {x;;c 51
Y
2 oO—>
1
of 1 «x

Discontinuaenx =1
Discontinuidad de salto finito.

="t e
f@x) = x—2'x

.1,

2

Discontinua en x = 2.
Discontinidad (hueco).

1
flx)=—

x
Y

Discontinuaenx =0
Discontinuidad de salto infinito.

Figura 4.4. Continuidad de una funcién.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

(x+1)3-1
fa) =" *¥*0

x=0

-1,

Discontinua en x = 0.
Discontinidad con un
desplazado.

punto

1
f) ==

x2

Yy

0 X

Discontinuaenx =0
Discontinuidad de salto.



La monotonia de una funcion describe cémo "crece" o "decrece" una funcién
a medida que avanzamos de izquierda a derecha en su grafica (Figura 4.5):

¢ Funcion creciente. A medida que x aumenta, f(x) también aumenta, es decir,
six; < x, entonces f(x;) < f(xy).

e Funcion decreciente. A medida que x aumenta, f(x) disminuye, es decir, si
x1 < x5 entonces f(xq) > f(x3).

e Funcién constante. La funcién f(x) no cambia, aunque x aumente o
disminuya, es decir, f(x;) = f(x,) para todo x;,x, € R.

1
fx) =2 fGx) =—x flx) = x? )=
VA Vv y
—_
oy X ’ g
-2 \j 2X 0 X
Constante: (—o0, +00) Decreciente: (—oo, +00) Decreciente: (—oo, 0) Creciente: (—o0,0)

Creciente: (0, +0) Decreciente: (0, +)

—x*+1, x<0

f(x) = x flx)=Inx f(x) =e* flx) =11, 0<x<3
(x—3)P%+1,x>3

Y y y
0 x
0 X 0 X
Creciente: (0, +) Creciente: (0, +) Creciente: (—oo, +00) Creciente: (—, 0)

Constante: (0, 3)
Creciente: (3, +x)
Figura 4.5. Monotonia de una funcién.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Un extremo relativo (o local) de una funcion, es el valor donde la funcion
alcanza un valor "mas alto" o "mas bajo" que los puntos cercanos a €l en un intervalo.
Es como encontrar las "cimas" y los "valles" en la grafica de una funcién (Figura 4.6):

e Maximo relativo (o local). Es el valor de la ordenada del punto (x,y) en el
que la grafica cambia de direccion de creciente a decreciente, formado lo que
se conoce como “cima”.



e Minimo relativo (o local). Es el valor de la ordenada del punto (x,y) en el
que la grafica cambia de direccion de decreciente a creciente, formando lo que
se conoce como “valle”.

Toma en cuenta que el maximo absoluto de una funcién es el valor mas
grande que toma la funcion en todo su dominio y el minimo absoluto de una
funcién es el valor mas bajo que toma la funcién en todo su dominio.

fx) =x? flx) =x%+3x2 -1 Fx) = x* —4x3 — 2x2 + 12x
y N1, D)
-
X \ .ll /
\/ \/
0 (0’ ) -1,-9Y (3,9
En x = 0 se localiza el valor En x = —2 se localiza el valor En x = —1 se localiza el valor minimo
minimo absoluto f(0) = 0. maximo relativo f(—2) = 3. absoluto f(—=1) = —9.
En x =0 se localiza el valor En x =1 se localiza el valor maximo
minimo relativoen f(0) = —1. relativo f(1) =7.

En x = 3 se localiza el valor minimo
absoluto f(3) = —9.
Figura 4.6. Maximo y minimo relativo de una funcién.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

La concavidad de una funcion, describe la forma en que se "curva"la grafica,
es decir, como se "dobla" la curva (Figura 4.7):
e Concava hacia arriba (U). Si dados dos puntos cualesquiera (A y B) de su
grafica, el segmento de recta queda por encima de la curva de la funcion.
e Concava hacia abajo (n). Si dados dos puntos cualesquiera (A y B) de su
grafica, el segmento de recta queda por abajo de la curva de la funcién.

fx) = x* f(x) =x3—=3x f(x) = x* —4x3 — 2x? + 12x

El segmento de recta AB  El segmento de recta AB queda por Concava hacia arriba en

queda por encima de la abajo de la curva, la funcién es (=0,0), concava hacia abajo
curva. La funcién es concava hacia abajo en (=, 0). El ~ (0, 2) y concava hacia arriba
concava hacia arriba. segmento de recta CD queda por (2, +).



arriba de la curva, la funcién es
concava hacia arriba en (0, +).

Figura 4.7. Concavidad de una funcidn.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Un punto de inflexion de una funcidn, es un punto donde la funcién cambia
la forma en que se curva, es decir, donde cambia de ser concava hacia arriba a ser

concava hacia abajo, o viceversa (Figura 4.8).

fx) = —x? flx) =x343x%2 -1
|1- :

A

La funcién no cambia de La funcién cambia de
concavidad por lo que no concavidad en (-1, 1), por lo
tiene punto de inflexion. que es un punto de inflexion.

Figura 4.8. Punto de inflexion de una funcion.

Fuente: Elaboracién propia (Desmos, 2025).

f(x) = x* —6x2 + 4x

La funcion presenta dos cambios de
concavidad, por lo que los puntos de
inflexiéon son (=1 —9) y (1,-1).

La paridad de una funcion se refiere a su comportamiento cuando

reemplazamos x por —x (Figura 4.9):

e Funcién impar. Si f(—x) = —f(x) para todo x € D.

e Funcidn par. Si f(—x) = f(x) para todo x € D.
fO)=x

flx) =x*

fCED=-f1)=-1 f-D)=f1)=1
f(=3)=-f3)=-3 f2)=f2)=4
Funcién impar Funcién par

Figura 4.9. Paridad de una funcién.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

La simetria de una funcion es la propiedad que describe como se refleja la
grafica de una funcion respecto a un eje o un punto (Figura 4.10):



e Essimétrica respecto al eje y si la funcion es par. Para cada punto (x,y) en la
grafica hay un punto (—x,y).

e Es simétrica respecto al origen si la funcion es impar. Para cada punto (x,y)
en la grafica hay un punto (—x, —y).

f(x)=x flx) =x2

y
(=2, 4) (2,4)

(-1, 1) (1. 1)
0y X

Simétrica con respecto al origen.  Simétrica con respecto al eje

de las ordenadas.

Figura 4.10. Simetria de una funcién.

Fuente: Elaboracién propia (Desmos, 2025).

Una asintota es una linea recta que se aproxima a la curva de una funciéon
cuando el valor de x - —o0 0 x = 400, 0 cuando la funcién f(x) - —o0 o0 f(x) = 4+
en la medida que x se aproxima a ¢, donde c es un nimero real (Figura 4.11):

e Asintota horizontal. Es una recta horizontal de la forma y = k que se
acerca a la curva de la funcion f(x) cuando x - —o0 0 x = 40, donde
k es un niimero real.

e Asintota vertical. Es una recta vertical de la forma x = c que se
aproxima a la curva de la funcién f(x), cuando f(x) » —o o
f(x) = 400 cerca de x = ¢, donde ¢ es un numero real.

1 __* 1
fG) =~ 1= 10 =61

v ﬁ
i

Asintota horizontal y = 0. Asintota horizontal y = 1. Asintota horizontal y = 0.
Asintota vertical x = 0. Asintota vertical x = —2. Asintota vertical x = 1.

Figura 4.11. Asintotas de una funcion.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Ejemplo formativo 4.1



Analiza la funcién f(x) = —x° + 5x a partir de su representacién gréfica de la
Figura 4.12 y obtén sus caracteristicas principales.

f no tiene indeterminaciones del tipo
Dominio raices de nameros negativos o
denominador cero, por lo que, D = R.

La funciéon f cubre todos los valores

R
ango reales debido a su tendencia hacia +co.
Continua Es continua }?o%‘que se puede dibujar sin
despegar el lapiz del papel.
Creciente Es creciente en (-1, 1).
Decreciente Es decreciente en (—o,—1) y (1, +,).
. . En x =1 tiene el valor maximo relativo
Maximo relativo
f(1) = 4.
L. . En x = —1 tiene el valor minimo relativo
Minimo relativo f=1) = —4

Es concava hacia arriba en (—, 0).

C idad
oncavida Es cdncava hacia abajo en (0, +).

Punto de inflexion | (0, 0)

La funcion es impar, porque

Paridad f(—X) — —f(X) — .X,'S — 5x.
Es simétrica con respecto al origen
Simetria porque para cada punto (x,y) en la
grafica hay un punto (—x, —y).
Figura 4.12. Caracteristicas de la funcién f(x) = —x° + 5x.

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Evaluacion formativa 4.1

1. Funcion lineal. Una funcion lineal es una funcion numérica de primer grado,
cuya grafica es una linea recta no horizontal (la funcién constante es una linea
recta horizontal) y tiene la forma f(x) = mx + b, donde m es la pendiente de la
recta (sim < 0 la funcion es decreciente, si m > 0 la funcion es creciente y si m =
0 la funcidn es constante) y b la ordenada en el origen.

A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.

a) f(x) =x b) F(x) = —x ¢) g(x) = %4_ 1 d) h(x)= —3x+1



Propiedades
Grafica . Creciente o | Continua o | Par o g
Dominio | Rango . . . . Simétrica

decreciente | discontinua | impar

a)
D ient R to al

b) R ecreciente Continua Impar e'spec Oa
en todo R origen

<)

d)

2. Funcion cuadratica. Una funcion cuadratica es una funcion numérica de

segundo grado, cuya grafica es una parabola vertical y tiene la forma f(x) =

ax? + bx + ¢, donde a, b, c son niimeros reales, con a # 0. Si a > 0, la parabola

abre hacia arriba y si a < 0, la parabola abre hacia abajo.

A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.

a) f(x) = x* b) f(x) = —x* ) gi)=x%+4x+1
YA
y < . Y
X
X
0 -3
\j
Propiedades Grafica a) Grafica b) Grafica c)
Dominio
Rango
Continuidad
Creciente
Decreciente
Maximo




Minimo

Concavidad
Paridad
Simetria

3. Funcidén polinomial. Una funcién polinomial es una funcién numérica de grado
n que consiste en la suma de términos que contienen variables elevadas a
exponentes no negativos, multiplicadas por coeficientes. Su forma es

f(x) =apx™+ ap_x™" 1+ +a;x + a
Donde 1 es un nimero entero no negativo y ao, a4, ..., Gy—1, @, SON NUMEros
reales (coeficientes) con a,, # 0.

A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.

a) f(x) =x3 b) g(x)= —x3+ 3x c) h(x) = —x* + 4x?
vA YA 4 R
o} D
B

-2 i x

A(—x/i,z;),B(—\/g,?),
c(\/%?) yD(V2,4).

Propiedades Grafica a) Grafica b) Grafica c)
Dominio

Rango
Continuidad

Creciente

Decreciente

Méaximo

Minimo

Concavidad

Punto de
inflexion




Paridad
Simetria

4. Funcion racional. Una funcién racional es el cociente de dos polinomios P(x) y
Q(x), donde Q(x) # 0. Se expresa matematicamente como:
P(x) apx"+an_x" 1+ -+ax+ag
f(x) = Q(x) = Dpyx™ 4 @1 x™ L + -+ byx + by

A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.
x*—4 x—1
b) f(x) = c) gx) =

a’)f(x)zx_z x —2 x2_1
VA Vi

i

\J

Propiedades Grafica a) Grafica b) Grafica c)
Dominio

Rango

Continuidad

Creciente

Decreciente

Maéaximo

Minimo

Concavidad

Punto de
inflexion
Paridad

Simetria

Asintota
vertical

Asintota
horizontal

5. Funcidn irracional. Una funcién irracional es una funcion numérica que
contiene un radical donde la variable aparece dentro de la raiz, generalmente



una raiz cuadrada, ciibica u otra raiz de indice entero. La forma general de una
funcidn irracional es:

f(x) = Y/ g(x),donde g(x)es una expresion algebraica y n es el indice de la raiz.

A partir de las siguientes representaciones graficas, completa la siguiente tabla.

a) f(x) = Jx

a) f(x) = —x b) f(x) = —Vx+3

1

y

Propiedades Grafica a) Grafica b) Grafica c)
Dominio

Rango

Continuidad

Creciente

Decreciente

Méaximo

Minimo

Concavidad
Paridad
Simetria

Asintota
vertical

Asintota

horizontal

Autoevaluacion y coevaluacion 4.1

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desemperio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 4. Responde con
honestidad a la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.



En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempenio

Propicié un clima de comunicacion
tavorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participé activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Obtuve las caracteristicas de una funcion
a partir de su representacion grafica 'y
viceversa. (M1-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor
describa tu desempenio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
4 y que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempeitio

Propicioé un clima de comunicacion
tavorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participd activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Obtuvo las caracteristicas de una funcion
a partir de su representacion grafica 'y
viceversa. (M1-C2)

Nombre y firma de quien coevalta



El limite de una funcion de variable real
Conceptualiza el limite de una funcién de variable real como una

herramienta matematica que permite comprender el comportamiento local
de la grafica de una funcion.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M2-C2 Desarrolla la percepcién y la intuicién para
generar conjeturas ante situaciones que requieren
explicacién o interpretacion.

M1-C4 Describe situaciones o fendémenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematico y

T O T O >0 »>

el lenguaje natural.

Evaluacion diagndstica 5.1

1. Dada la funcién h(x) = x? — 2x + 1, ;cudl es el valor de h(3)?
a)2 b) 4 c)7 d)9
2. ;Cual es la factorizacion de x* — 16?
a) (x—4)(x—4) b)(x+8)(x—2) ¢ (x+4)(x—-4) d)(x+16)(x—1)

Acabas de adquirir un celular y estds aprendiendo a usar su cdmara. Un dia,
mientras fotografias un pajaro posado en un arbol lejano, te das cuenta que cada vez
que aumentas el zoom (medido en aumentos X), puedes ver el pajaro mas cerca.
Registras qué tan clara se ve la imagen en una escala del 0 al 10, donde:

e 0 significa que no se distingue el pajaro.

e 10 significa que se ve perfectamente cada detalle.

Zoom:x | 1X | 2X | 3X [ 4X | 5X | 6X | 7X | 8X | 9X | 10X | 11X

Claridad de la imagen: f(x) | 2.0 |45|6.0({7.0|7.8|84(9.1/93|9.7|99

Observaciones:

e Cuando aumentas el zoom, la claridad de la imagen mejora.

e Sin embargo, nota que cada vez es mas dificil conseguir mejoras
significativas. Por mas que aumentes el zoom, parece imposible llegar
exactamente a 10 de claridad. La cAmara tiene un limite fisico de 10X de zoom.



Esta situacion ilustra perfectamente el concepto de limite, es decir, la claridad
de la imagen se aproxima cada vez mas a 10, al aproximarte a un zoom de 11X. En
notacién de limites, esto se expresa como 1i£rllx f(x) = 10.

xX—

Limites por medio de métodos graficos y numéricos

El desarrollo del concepto de limite surgio de la necesidad de dar
respuesta a problemas fundamentales que los matematicos
enfrentaban desde la antigua Grecia. Paradojas como las de Zendén
(cddigo QR 5.1) y problemas como el cdlculo del area del circulo por
medio de poligonos regulares inscritos y el problema de la recta
tangente requirieron siglos de evolucion hasta que

. o ] Codigo QR 5.1. Paradoja de Zenon.
matematicos como Newton y Leibniz formalizaron  1ppgq sé Curioso.

estas ideas en lo que hoy conocemos como calculo  Fyeute: Parzibvte 2025.
infinitesimal.

Un limite es como "encontrar” a que nimero se acerca una funcion cuando x
se aproxima a cierto valor. Es similar a cuando te acercas cada vez mas a un punto
sin llegar a tocarlo.

. ./ _x%-1
Por ejemplo, para la funcién f(x) = —,
0:-1 0-1 -1 22-1 4-1 3
fO=5—F="TF=7=1yf@Q=0—F="7F"=7=
Ahora, jcémo se comporta la funcion en x = 1?
12—-1 0
fO=3=7=%

. . . ./ O 4
Obtuvimos una indeterminacion de la forma ¢, por lo que no sabemos cémo

se comporta la funcién en x =1, dado que no estd definida en dicho valor. A
continuacién, vamos a explorar su comportamiento por medio de métodos
numeéricos aproximandonos por la izquierda y por la derecha para valores proximos

ax =1
Aproximacién por la izquierda Aproximacioén por la derecha

» <«

X 0] 03 0.6 0.9 099 | 0999 |1 | 1.001 1.01 1.1 1.4 1.7 2

fx) |1 1.3 1.6 1.9 1.99 | 1.999 2.001 2.01 21 24 2.7 3

<
> <«

xZ -1 .
se aproxima a 2.
1

Observa que en x = 1 la funcién f(x) = —



Ahora veamos como se comporta la funcion
en x = 1 en su representacion grafica en la Figura
5.1.

En la medida que te aproximas por la

izquierda y por la derecha a x = 1, la funcién f(x)
x% -1
= 2.

/{ (1, indefinida)

2 Ol—m—: x

se aproxima a 2. Por lo que lim
x—-1 x—1

El limite toma importancia en los valores de

x donde no sabemos como se comporta la funcion
f(x). Figura 5.1. Grafica de f(x) =

x%-1
x—-1"

Fuente: Elaboracién propia (GeoGebra, 2025).

Con este antecedente, damos una definicion intuitiva de limite.

Nocidn intuitiva de limite
Si f(x) se hace arbitrariamente proximo al niimero L al tomar x suficientemente
cerca de c, pero diferente a este, tanto por la izquierda como por la derecha de c,
entonces el limite de f(x) cuando x se aproxima a c es L.

Su notacion es: }Cl_r)ré f(x)=L

Se lee "f(x) se aproxima a L cuando x se aproxima a c"

Actividad formativa 5.1

1. Calcula los siguientes limites (si existen) usando aproximaciones por la
izquierda y por la derecha.

x — 1

X 0| 04 0.7 0.9 099 | 0999 |1 | 1.001 1.01 1.1 1.2 1.6 2

f()

f()

Ie .7 . X
(A qué conclusion llegas sobre el lim ——?
x—-2 X% —4



f)

X,
x2-9

(A qué conclusion llegas sobre el lin(l)
X—

2. Observa en la siguiente figura la grafica de g(x) y responde lo siguiente:

v a) (Cual es el valor de g(—1)?
3 b) (Cual es el xllrzll g(x)?
2 0) ¢El lim g(x) = g(=1)?
2 10 1\ 2x
—1
-2
-3

Calculo analitico de limites

Para calcular limites por métodos analiticos se requiere de la aplicacion de las
siguientes propiedades del limite.

Propiedades de los limites
Sean n un entero positivo, k una constante real y fy ¢ funciones que tengan limite
en el numero real ¢, entonces:

1. limk =k;
X—C
2. limx =c;
X—C
3. limkf(x) = klim f(x);
X—C X—C
4. lim[f(x) £ g(x)] = lim f(x)  lim g(x);
X—C xX—C xX—C
5. lim[f(x) - g(x)] = lim f (x) - lim g (x);
X—C llmf(x) X—C X—C
N PACI) . . .
6. }CI_I‘)% ol = —}cii“cg Gy Slempre que 161_12 gx) #0;

7. limlf (ol = [limf(0]
8. !cmé Vfx)=" ’}Cm} f (x), siempre que }Cmg f(x) > 0 cuando # sea par.




Ejemplo formativo 5.1

1.

Determina el limite lim 3.

x4
Resolucion
lirr}L 3 = 3 uso de la propiedad 1
X—

Determina el limite lim 2x.

x—0
Resolucion
lim 2x = 2lim x uso de la propiedad 3
x—0 x—0
= 2(0) uso de la propiedad 2
=0
Calcula el limite de limz(x2 —3x+1).
xX——
Resolucion
lim (x2=3x+1)= lim x2— lim 3x+ lim 1  usodelapropiedad 4
X—>—2 X—>—2 X—>—2 X—>—2

2
= ( lim x) —3 lim x+ lim 1 wusodelaspropiedades 3y 7

X——2 xX—>—2 xX—>—2

=(-2)?-3(-2)+1 uso de la propiedades 1 y 2
=44+6+1
=7

Calcula el limite de lim 2==.
x—3 X —2

Resolucidn:
x — 4 lim(x — 4)
Li{g i Ti_r)rZ(x _— uso de la propiedad 6
X—
lim3 X — lirr% 4
. X> x— .
= mx — lim2 uso de la propiedad 4
xX—3 x—3
3—4 .
=33 uso de la propiedades 1 y 2
1
1

= -1




Célculo de limites por factorizacion

Hay limites de funciones que no es posible calcular por sustitucién directa, por
2

ejemplo lim = ]

x-1 x—-1
. 2 . 2 _
hmxz_lz}cl_r)r%(x 1)=}C1£qx }Cl_r}}l:l_l:g
x>1x — 1 lim (x — 1) limx—-1liml1l 1-1 0
x-1 x—1 x-1

Llegamos a la indeterminacion del tipo %. Para saber si el limite existe, puedes

usar la factorizacién para cancelar los factores que son cero, como se muestra a
continuacion.

Ejemplo formativo 5.2

1. Calcula los siguientes limites por factorizacion.

2
Looxe—-1
a) lim
x-1 x—1

Resolucion
. x? -1 . (=) (x+1)
xl—r}} x — 1 - xlE} x//l

. X?>+5x+46
b) lim ———
x—--3 x+3

=limx+1)=Ilimx+ lim1l=1+1=2
x—1 x—1 x—1

Resolucion

o x*+5x+6 ) +2) _ _
R R N A L P

x-0 x?
Resolucion

T TN ) N 5) = li im5=0—5= —5
M M e T amT Y= o ings=0-s= -

Hay limites que incluyen expresiones con radicales y en los que sustitucion
. . . . o .0 .
directa también se obtiene una indeterminacion del tipo -. Por ejemplo,

Vi—2 lm(x-2) lmvx-lm2 [M*72 7 5 52 o

li - -
ot x—4  Iim(x—4) limx—lim4 4— 4 0 0 0

x—4 x—4 x—4

Para calcular este limite se usa la técnica de racionalizacion. Se puede
racionalizar el numerador o el denominador haciendo lo siguiente:

e Racionalizar el denominador de una fraccion algebraica significa
transformar dicha fraccién, de modo que el denominador se vuelva



una expresion sin radicales. Para ello, se multiplica por un factor
conveniente cuya expresion sea igual a 1. Por ejemplo:

1) x 1:x—1_1:x—1_£:(x—1)«/§: (x—l)\/?:(x—l)«/f
Vx Vx Vx o x Vxx (Vx)* x

2) X¥9 _ x¥9 , _ XH9 V=3 _ (x +9)(x-3) :(x+9)(\/E—3)
Vx+3  Vx+3 Vx+3 Vx-3  (Wx+3)(Vx-3) x—9

e Racionalizar el numerador de una fraccion algebraica significa
transformar dicha fracciéon, de modo que el numerador se vuelva una
expresion sin radicales. Para ello, se multiplica por un factor
conveniente cuya expresion sea igual a 1. Por ejemplo:

VE _ VE o VE VE L VEE Vx)° _  x

) x—1 x-1 T x-1 ﬁ_(x—l)\/f_ (x—DVx  (x—-DVx
\/7—3_\/7—3_1_\/7—3_¢7+3_(\/Y—3)(\/§+3)_ x-9
) x+9  x+9 T ox+9 Vx+3  (x+9Wx+3) (x+9)(Vx+3)

Veamos ejemplos de como calcular limites utilizando la técnica de
racionalizacion.

Ejemplo formativo 5.3

1. Calcula los siguientes limites por racionalizacién.
. xX—2
a) lim Vx

x—4 X—4
Resolucion

Primero, racionaliza el numerador y simplifica.
Vek-2 _Vx-2  _Vx-2 ¥x+2 (Vx-2)(¥x+2) x4
x—4 x—-4 = x—4 x+2 (x-OHFx+2) G=9H{x+2)

_ 1
VX 42
Ahora, calcula el limite.
G S lim 1 1 1
_)4 x — 4 _)4 . . . i
x x—4+[x + 2 }CI_I)I}L(\/E+2) 9161_12\/}+}Cl_132 ’91(1_12364—2
_ 1 _ 1 _ 1
VE+2 2+2 4
. x—3
b) lim 7=
Resolucion

Primero, racionaliza el denominador y simplifica.



x — 3 x — 3 x—3 Vx+V3_ (x = 3)(Vx++3)
VB Vi B TV B VEE (VB (R 3)

=(*/i3(_i;+‘/_):\/;+\/§
Ahora, calcula el limite.
}Cl_rg\/_ \/_ }Cl_r)n(\/—+\/—)—11m\/—+hm\/— }Ci_rgx+\/§=\/§+\/§
=23

Evaluacion formativa 5.1

3.

Calcula los siguientes limites (si existen) usando aproximaciones por la

izquierda y por la derecha.

x — 1

0| 04 0.7 0.9 099 | 0999 | 1| 1.001 1.01 1.1 1.2 1.6 2

f0x)
El lim = — —
x->1X 1
b) 11m2 Z 2
x -2
f0x)
(A qué conclusion llegas sobre el xllrzlz xzx_ 27
. X
C) }Cl_r)r(l) =3
x 0
f(x)
Vx
x%-9
4. Observa en la siguiente figura la grafica de g(x) = —x3 + 1,x # —1 y responde

lo siguiente:



¥ d) ;Cual es el valor de g(—1)?

3
2
e) (Cudlesel xlirzl1 g(x)?
2 ] 10 1 é X
" f E limgGo = g(-1?
-3
5. Determina los siguientes limites usando las propiedades de los limites.
a) lim7 b) lim 5x ) lim (—x? + 4x — 2)
x—-3 x—1/5 x—4
d) lim[20)(x+3)] e) lim 2 f) lim x —3
xo1 -1x-1 x—-11
. _ 4 . _ 2 3 . . x2
g lim(x—1) h) ILTZ[(’C DE*-1)7] 0 lim ==
4. Determina los siguientes limites por racionalizacion.
a) lim b) lim =2 o) lim Y22
-1 x—>81 x—81 x—2 X —2
-5 x—49 X +2
d) lim == ¢) lim =% B Jim s
Autoevaluacién y coevaluacion 5.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje
Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desemperio en el

proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 5. Responde con
honestidad a la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a

continuacion.

En
Desempefio proceso | Bueno | Sobresaliente
de logro

Propicié un clima de comunicacion
favorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participé activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.




Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Calculé limites mediante la técnica de
factorizacion y de racionalizacion. (M1-C1)

Desarrollé la intuicidn para saber cuando
aplicar la técnica de factorizacion o de
racionalizacién. (M2-C2)

Desarrollé el proceso para calcular limites
usando lenguaje matematico. (M1-C4)

Coevaluacién para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
5y que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempeitio

Propicié un clima de comunicacion
tavorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participd activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Calcul¢ limites mediante la técnica de
factorizacion y de racionalizacion. (M1-
C1)

Desarrolld la intuicion para saber cuando
aplicar la técnica de factorizacion o de
racionalizacion. (M2-C2)

Desarroll6 el proceso para calcular limites
usando lenguaje matematico. (M1-C4)

Nombre y firma de quien coevalta



Funciones continuas

Identifica y contextualiza la continuidad de funciones utilizadas en la modelacion

de situaciones y fenomenos y hace un estudio, utilizando el concepto de limite, de
las implicaciones de la continuidad de una funcién tanto dentro del desarrollo
matematico mismo, como de sus aplicaciones en la modelacion.

E d
Metas de aprendizaje N Proceso e Bueno  Sobresaliente
logro
A
M1-C2 Observa y obtiene informacion de una
situaciéon o fendmeno para establecer estrategias o | C
formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.
H
A
M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas,
descubrimientos o procesos en la solucién de un @ C
problema tanto tedrico como de su entorno.
H
Evaluacion diagnostica 6.1
3
1. Elvalorde f(x) = ~Pparax = 0es:
a) 0 b) 1 Q)3 d) No definida
X
2. Elvalorde f(x) = — < parax = 0 es:
a)0 b) 1/5 c)5 d) No definida
x2 -4
3. Elvalorde f(x) = — parax = 2 es:
a)0 b) 1 c)2 d) No definida
.oox%Z-1
4. Ellim es:
x->1 X —

a)0 b) 1 c)2 d) No existe



5. (En qué punto la grafica de f(x) no es continua?

;_ a) (—1,0)

b) (0,1)

1 0 (1,2)

T aed
A I

‘ -1 1 2

Mariana es una estudiante de bachillerato que se encuentra preparando un proyecto
para su clase de ciencias. Su interés esta en estudiar la calidad del aire en su
comunidad y como varia a lo largo del dia debido a factores como el trafico y la
actividad industrial. Ella decide enfocarse en una calle principal de su ciudad y

coloca sensores que miden la concentracion de contaminantes cada minuto durante
24 horas.

Para analizar los datos recolectados, Mariana utiliza una funcién C(t), donde
t representa el tiempo en horas, y C(t) representa la concentracion de contaminantes
en particulas por millén (ppm) en la atmosfera. Observa que, durante ciertas horas
del dia, la concentracion de contaminantes cambia de manera brusca debido a los
horarios pico de trafico, mientras que en otros momentos los cambios son mas
suaves (Figura 6.1). Esto la lleva a preguntarse si la funcion C(t) es continua o
presenta puntos de discontinuidad. De forma intuitiva, una funciéon continua es
aquella que se puede representar en una grafica sin levantar el lapiz del papel.
Como se muestra en la Figura 6.2, la )
!
200
160

120

concentracion de contaminantes muestra
aumentos significativos durante las horas
pico (7-9 am. y 5-7 p.m.). Durante estas
horas, el trafico aumenta y, por ende,
también la contaminacion. Fuera de esos
intervalos, la concentracion disminuye y

Concentracion de
contaminantes (ppm)

presenta variaciones menores, simulando

0 5 10 15 20 !

un comportamiento de menor actividad.
Esta representacion grafica permite ver 1a  Figura 6.1. Funcién continua C(t).
continuidad en la concentracion de  Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
contaminantes a lo largo del dia.



Continuidad en un punto

EL concepto de continuidad de una funcion se vio a partir de una representacion
grafica en la progresion de aprendizaje 4. En la Figura 6.2 se muestra si una funcion

es continua o no en un punto.

flx)=x _x?—4
fo =22

X, x <2

x#2  fO)= {x+1,x>2

y v
4

/

2

7 x
20

A\

S =

i
J‘\‘
[N FS)

2 x

Continua en (2, 2) Discontinua en (2, 4). Discontinua en x = 2.

Discontinuidad de salto
finito.

Continua en todo R Discontinuidad (hueco).

Figura 6.2. Tipos de discontinuidad de una funcién en un punto.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Ejemplo formativo 6.1

X+ 2

fl) =

x—2'
¥ T

\

—

$ -

Discontinua en x = 2.

Discontinuidad de salto
infinito.

La funcién f(x) presenta discontinuidades en los siguientes valores de x:

IS

e Es no continua en la coordenada
(=3, —3), presenta una discontinuidad.

A e ) e Esno continua parax = —1, presenta

2T una discontinuidad de salto infinito.
/ \\ . / e Es no continua para x=1,
L5 = l presenta una discontinuidad de salto

finito.
e Es no continua para x = 4, presenta
un hueco con un punto desplazado

hacia arriba, es decir, una discontinuidad.

Para probar que una funcion es continua en un namero real, lo haremos de

forma analitica.



Definicion de continuidad en un punto

La funcidn fes continua en el punto (c, f(c¢)) si: fix)se Ay
aproxima v =fx)
1. f(c) esta definidaenx =, afle) |, >
. : fly=L{ -
2. lim f(x) existe, y 1 /
3. lim f(x) = £ (). v =y = -

Cuando x se aproxima a ¢

Si todas las condiciones anteriores se cumplen, podemos afirmar que la
funcion es continua en la coordenada (c, f(c)).

Ejemplo formativo 6.2

1. Determina mediante la definicidon de continuidad, si las siguientes funciones son
continuas en el valor de x dado.
a) f(x)=xenx =0 b) h(x) = V2x+5enx=—-1 «¢) g(x) =i, enx =0
Resolucion
a) f(x) =xenx =0.
Verifica si se satisfacen las tres condiciones de continuidad en un punto.
i) f(0) = 0.La funcion esta definida en x = 0.

ii) limx = 0. El lim x existe.
x-0 x-0

iii) limx = f(0) = 0.
x—0
Por lo tanto, la funcion f(x) = x es continua en la coordenada (0, 0).

b) h(x) = V2x +5enx = —1.
Verifica si se satisfacen las tres condiciones de continuidad en un punto.
i. h(—1) = /2(-1) + 5 = V=2 + 5 = V3. La funcién est4 definida en

x = —1.
ii. lim1\/2x +5= lim1(2x +5) = J lim12x + lim15 =42(-1)+5
x—o— x—o— x—o— x—o—

= /3. El lim+/2x + 5 existe.

x—>-1

iii. limlx/Zx +5=f(-1) =+/3.
xX—=—
Por lo tanto, la funcién f(x) = V2x + 5 es continua en la coordenada (-1, v3).

c) glx) =i, enx = 0.

Verifica si se satisfacen las tres condiciones de continuidad en un punto.

1

i) g(0) = =. La funcién no esta definida en x = 0.
0



Dado que g(0) no esta definida, la funcién es no continua en x = 0.

Evaluacion formativa 6.1

1. Sea f(x) = 3x — 2, la funcién representada en la grafica de la derecha.
a) ¢La funcion dada es continua? . ¢Por qué?

b) ;La funcién esta definida para x = 4?

c) ¢La funcion es continua para cualquier valor de x?

2. Lee y contesta lo que se te indica, apoyandote en la siguiente representacion
grafica.

a) Escribe una coordenada en la que

{ 1] consideres que la funcion es continua.

4 b) ¢La funcion es continua en el punto
\ | Y B (-1,2?
LT  FIP g s & ¢ s, C ¢La funcion tiene una
e a1 3 5% discontinuidad de salto finito para x =
I"I \ 7 51 = ol —5?
N M — d) ;Qué tipo de discontinuidad
presenta la funcion en
(=3,-2)?

e) (Para qué valor de x la funcion presenta una
discontinuidad de salto finito?

3. Determina mediante la definicion de continuidad en un punto, si las
siguientes funciones son continuas en el valor de x dado.

a) f(x) =x*+2x+ 1, parax = 3.

i) f(3) = .La funcién esta definida para x = 3.
ii) lirrsg fx) = . El lirrsg f(x)
xX— xX—

iii) lirrsg f(x) f(3).
X—
Por lo tanto, la funcién es en la coordenada .

b) g(x) = Vx + 3 parax = —1.




VE-2

t—4

c) h(t) =

parat =1, 4.

d) f(x) = % parax = —2,0,2,4.

x—1
x2 -1

e)gx) = parax = —1,1,5.

4. La temperatura T en grados Celsius a una altura h (en kilometros) sobre el nivel
del mar esta definida por la funcion T (h). ;Por qué consideras que esta funcion debe
ser continua?

Autoevaluacion y coevaluacion 6.1

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidén que mejor refleje tu nivel de desempefio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 6. Responde con
honestidad a la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso
Desempeiio P Bueno | Sobresaliente

de logro

Propicié un clima de comunicacion
favorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participé activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis

companeros.




Obtuve informacion de la representacion
grafica de una funcion para verificar si es
continua o no en un punto. (M1-C2)

Socialicé con mis comparieros de equipo
el proceso para verificar si una funcion es
continua en un punto. (M2-C4)

Coevaluacién para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
6 y que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso
Desempefio P Bueno | Sobresaliente

de logro

Propicié un clima de comunicacion
favorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participo activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribuy6 colaborativamente en la
retroalimentacién de dudas de sus

companeros.

Obtuvo informacion de la representacion
gréfica de una funcién para verificar si es
continua o no en un punto. (M1-C2)

Socializ6 con mis companeros de equipo
el proceso para verificar si una funcion es
continua en un punto. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalta



La definicion de derivada
Interpreta, a partir de integrar diferentes perspectivas y métodos, el concepto
central del calculo diferencial, “la derivada”, de forma intuitiva e intenta dar una

definicion formal, asi como la busqueda heuristica para encontrar la derivada de
la funcion constante, lineal y algunas funciones polinomiales.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al aplicar A
procedimientos  algoritmicos  propios  del
Pensamiento Matematico en la resolucion de H
problematicas tedricas y de su contexto.

@]

M2-C2 Desarrolla la percepcién y la intuicidon para
generar conjeturas ante situaciones que requieren

@]

explicacion o interpretacion. H

Evaluacion diagndstica 7.1

Analiza y selecciona la opcion correcta en cada pregunta.
1. ;Cudl es el resultado de desarrollar (3a + 2b)??

a) 3a® + 2b? b) 9a? + 12ab + 4b? c) 9a? + 4b?
2.Sea f(x) = x? el valor de f(x + h) es:
a)x>+h b) x? + 2xh + h? c) x2 + h?

3. ¢Cudl es el valor de la pendiente m de una recta que pasa por los puntos

aym=-5 b)ym =3 cm=-1
4. ;Cudl es el valor del lim zx;‘}?
x—5 X<—9x+20
a)l b) 0 ¢) No existe

X+

14 . 7 3 . -
5. ;Para qué valor de x la funcién f(x) = 3 S discontinua?

a) =3 b)—4 c) 12

La posicion en metros, que ocupa un ciclista, al recorrer un determinado trayecto
estd dada por la relacion f(t) = 2t? + 20t, el tiempo medido en minutos. ;Podrias
calcular su velocidad en el instante t = 30 min?

Con las herramientas que tienes hasta el momento, sélo podrias calcular la
velocidad promedio en un intervalo de tiempo, por ejemplo, en el intervalo [10, 20]



minutos. El resultado seria la velocidad promedio, pero no puedes calcular la
velocidad en un instante de tiempo.

Razon de cambio instantanea

En progresiones anteriores, aprendiste sobre el cambio en diferentes
contextos, como modelarlo y el concepto de limite para analizar el comportamiento
de las funciones en puntos especificos. Con estas herramientas, ahora exploraras el
concepto de derivada, uno de los pilares fundamentales del calculo diferencial.

Para acercarte de forma intuitiva a este concepto, considera que la derivada
de una funcion expresa como cambia el valor de la funcion cuando se realiza un
cambio pequenio de la variable independiente. En otras palabras, la derivada permite
cuantificar la razén de cambio instantdnea de una funcién en un punto determinado.

En una prueba de maraton, el tiempo que un atleta tarda en completar la
carrera depende de la velocidad con la que se desplaza a lo largo del recorrido. Esta
velocidad no es constante durante toda la carrera. El que triunfa puede no liderar
desde el principio, sino que alterna posiciones con otros competidores hasta que,
finalmente, acelera y llega en primer lugar.

Estudiar como varia el movimiento ha sido uno de los temas centrales
abordados a lo largo de la historia del pensamiento matematico y filosofico y
precisamente, el concepto de derivada juega un papel importante en ello como
concepto de variacidén o razén de cambio instantaneo.

Actividad formativa 7.1

Don Alberto Martinez es representante de ventas de una empresa productora de
alimentos en Sinaloa. En su mads reciente viaje, siguio el itinerario indicado en el
mapa de la Figura 7.1.

1. Completa la siguiente tabla en la que se registran la distancia y
el tiempo de cada tramo del trayecto que recorri6é conduciendo.

Tyl Distancia | Tiempo | Velocidad
e (km) (h) (km/h)
v Choix - El Fuerte 48 0.5
il El Fuerte - Los Mochis 85 1.5
Figura 7.1. Mapa de Sinaloa Los Mochis - Guasave 65 1
Fuente: Lamudi. DlSPOl"llble erT Guasave - Guamtchil 45 05
https://www.lamudi.com.mx/journ
al/mapa-sinaloa/ Guamuchil - Culiacan 106 1.2
Culiacan - Mazatlan 210 2.5

a) ¢Cual fue la velocidad promedio con la que condujo el sefior Martinez?

b) ¢En qué trayecto condujo mas rapido?



https://www.lamudi.com.mx/journal/mapa-sinaloa/
https://www.lamudi.com.mx/journal/mapa-sinaloa/

c) ¢En qué trayecto condujo mas lento?
d) ;En qué trayecto el cambio en la velocidad fue mayor respecto al anterior?

En la actividad anterior, calculaste la velocidad promedio con la que condujo
el sefior Martinez, entendida como el cociente entre la distancia total recorrida y el

tiempo total utilizado para recorrerla, v(t) = %.

Es importante notar que, aunque en la vida diaria se utilizan indistintamente,
en la fisica velocidad y rapidez no significan lo mismo. La rapidez solo mide cuanto
se ha movido un objeto, mientras que la velocidad también toma en cuenta la
direccion del movimiento.

Si el sefior Martinez registro que, exactamente una hora después de iniciar su
viaje, conducia a una velocidad de 60 km/h, entonces esa es la velocidad instantanea
con la que conducia en el minuto 60 de su recorrido, es decir, la velocidad en un
instante especifico.

Cuando dos cantidades estan relacionadas, puedes analizar la razén de
cambio instantdnea de una con respecto a la otra. Por ejemplo, es posible estudiar la
velocidad a la que se desplaza un objeto en funcién del tiempo, la velocidad a la que
se llena un tanque de agua en funcion del caudal que lo alimenta, la velocidad a la
que aumenta la distancia entre dos objetos que se mueven en direcciones diferentes,
o la razén de crecimiento de una poblacion de bacterias con respecto al tiempo. En
economia, se puede analizar la razon de crecimiento de la produccion o los costos.
En estos y otros casos, la razén de cambio instantanea entre las dos cantidades
relacionadas permite estudiar como varia una cantidad en un momento especifico.

La razon de cambio instantdnea de una funcion f(t) que describe la variacion
de una cantidad en funcion del tiempo se define como el limite de la razén de cambio
promedio a medida que el intervalo de tiempo se hace cada vez mas pequeno.
Matematicamente, se expresa como:

t+ At) — f(t
Razén de cambio instantanea = Alimof( At) f®

Donde:

e At representa un pequeno intervalo de tiempo.

o f(t+ At) — f(t) representa el cambio en la funcion f(t) durante el intervalo
At.

e El limite cuando A4t se acerca a 0 representa la razén de cambio instantanea
de f(t) con respecto a t.



Entonces, la velocidad instantanea es el limite de la razon de cambio de la

funcion de posicion con respecto al tiempo (velocidad promedio). Esto se expresa

COmo:

pi(t) = lim f(t+ AD) AO)

At—0 At

Ejemplo formativo 7.1

1. La posicidon en metros, que ocupa un ciclista, al recorrer un determinado trayecto
estd dada por la relacion f(t) = 2t* + 20¢t.

a) Determina su velocidad en el instante t = 30 minutos.
b) Determina su aceleracion en ese instante.
Resolucion
a) La velocidad en el instante t = 30, v;(30), coincide con la razén de cambio
instantanea.
 fe+ AD) - f(@) . [2(t+ AD)? +20(t + At)] — [2t? + 20¢]
v;(t) = lim = lim
At—0 At At—0 At
o [2(t% + 2tAt + (At)?) + 20t + 20At)] — [2t% + 20t]
v;(t) = lim
At—0 At
_2t% + 4tAt + 2(At)? + 20t + 20At — 2t% — 20t
v;(t) = lim
At—0 At
N 4tAt + 2(At)? + 20At lim (4¢ + 2A¢ + 20)
vi(t) = AL At = AtS0
v;i(t) =4t + 2(0) + 20
v,(t) = 4t + 20

b)

Para obtener la velocidad en el instante t = 30 minutos, se sustituye en la
funcién obtenida t por 30: v;(30) = 4(30) + 20.

La velocidad en el instante t = 30 minutos es v;(30) = 140 m/min.

Puesto que la aceleracion es la razon de cambio de la velocidad con respecto
al tiempo, aplica nuevamente el concepto de razén de cambio instantanea.

[4(t + At) + 20] — [4t + 20]

a(t) = lim
( ) At—0 At
. [4t+4At+20] —4t—20 . 4At . At
a(t) = lim =lim—=4]lim—=4(1)=4
( ) At—0 At At—0 At At—0 At ( )

La aceleracion es 4 m/min?, lo cual significa que en cada minuto su velocidad
se incremento en 4 m/min.




La pendiente como razon de cambio instantanea

Como apreciaste, la razon de cambio instantdnea es un proceso de limite. Ahora,
exploraras su significado geométrico, para visualizar graficamente su comprension.
En la progresion de aprendizaje dos, aprendiste que una recta tangente a una curva
es una linea que toca la curva en un tnico punto sin cruzarla. En el punto de
tangencia, la recta tiene la misma direccion que la curva, lo que significa que
comparten la misma pendiente en ese punto.

En general, para encontrar la recta tangente solo necesitamos un punto y su
pendiente. También en esa misma progresion, viste que, si solo tienes las
coordenadas de un punto, enfrentas un problema porque normalmente se requieren
dos puntos para calcular la pendiente. El problema se puede resolver hallando una
aproximacion para la pendiente tomando un punto cercano al punto en cuestion.

Considera la funciéon f(x) y un punto P fijo con coordenadas x; = x y
f(x1) = f(x) y un punto moévil Q con coordenadas x, = x + Axy f(x,) = f(x + Ax),
donde Ax es una pequenfia variacion de x como se muestra en la Figura 7.2.

0 7 ,IY x. xr

Figura 7.2. Curva de una funcién y = f(x) con tangente y secante.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Se puede calcular la pendiente de la recta secante PQ mediante la férmula:

_fO) = ()

e X2 — X1
Y como: f(x;) = f(x + Ax) y f(x1) = f(x), se tiene:

_fHA0) — ) _ fle+ A0 - f@)

m
PQ x+Ax —x Ax

El punto Q se desplaza a lo largo de la curva, acercandose gradualmente al

punto P. A medida que Q se aproxima a P, la recta secante que pasa por estos dos
puntos también se mueve y gira, acercandose cada vez mas a la posicion limite de la
recta tangente a la curva en el punto P.



Esto ocurre cuando P y Q estan casi superpuestos, es decir, cuando la
distancia entre ellos es practicamente nula (Ax — 0). En este momento, la pendiente
de la recta secante se aproxima cada vez mas a la pendiente de la recta tangente en
el punto P.

m, = limm,,. = lim foe+ A0 — f(x)
7 Axs0 5S¢ T Ax—0 Ax

La razén de cambio promedio tiene un limite que, como ya conoces, se
denomina razén de cambio instantdnea. Esto se interpreta como la pendiente de la
recta tangente a la curva en ese punto, lo que indica cdmo varia el valor de la funcion
respecto a la variable independiente.

Derivada de una funcion

Los anadlisis anteriores, en los que primero consideramos la velocidad instantanea
como la razén de cambio instantanea de la velocidad promedio para un valor
determinado del tiempo, y luego interpretamos la pendiente de la recta secante a
una curva en un punto determinado como la razén de cambio instantanea o el limite
de las pendientes de las rectas secantes, constituyen de los problemas fundamentales
que dieron origen al concepto general de derivada, el cual se aplica en numerosos
otros campos.

Es decir, la razén de cambio instantanea se identifica como la derivada de la
funciéon y = f(x) en un punto especifico y se denota por f'(x).

Sea x, el punto especifico y x,+h otro punto, de modo que
Ax = (xy + h) — xo = h; si Ax = 0, entonces h — 0. Se tiene

f(xo +h) = f(x0)
n .

f(xo) = }liir(l)

Definicion de derivada de f(x) en el punto (xq, f(x¢))

La derivada de la funcidn f, representada por f' en el punto (xo, f(x¢)), es

f(xo +h) = fx)
h

f'(xo) = }li_r)f(l)

si el limite existe.

Para que una funcion sea derivable en un punto (que exista su derivada),
una condicidn necesaria es que sea continua en ese punto, ademas, que no
presente picos (que sea suave) y que la recta tangente en un punto no sea vertical.
Ya conoces que, una funcion f(x) es continua en el punto (x, f (%)), si se cumplen
las siguientes condiciones:




1. f(x,) esta definida.
2. El limite de f(x) cuando x tiende a x, existe.
3. El valor de la funcion en x, es f(x,) = lim f(x).
X—-Xo

La derivada de una funcion, representada por una curva, en cualquier punto
representa la pendiente m, de la recta tangente a la curva en ese punto. En el caso de
una funcién que describe la posicion de un objeto en movimiento, su derivada
proporciona la velocidad instantanea del objeto. En resumen, la derivada refleja la

razén de cambio de la funcion en un punto especifico, y se determina mediante un
proceso de limite.

Ejemplo formativo 7.2

Calcula la pendiente de la recta tangente a f(x) = 2x* — 1 en el punto x, = 1.

Resolucion

Calcula f(1+ h) y f(1).

fA+h) =2(1+h)*>-1=2(1+2h+h*)—1=2+4h+2h* —1=1+4h+2h%y
F()=2(1)2-1=1.

Aplica la definicion de derivada.

f(1+h)—f(1)_l_ 1+4h+2h% -1
h " h50 h

f(1) = lim

La pendiente de la recta tangente esm; = f'(1) = 4.

=lim4+2h =4
h—0

Si consideramos que en cualquier valor de x del dominio de la funcién f(x)
existe el limite de la razon de cambio instantanea, entonces, f'(x) es considerada una
nueva funcion, llamada derivada de f y se define de la siguiente forma:

Definicion de derivada de f(x)

La funcién derivada de la funcién f(x) representada por f'(x), es

fG+h) - fx)
h

f'0o) = lim

si el limite existe para todo x de su dominio.

Si utilizas la notacion y = f(x) para indicar que la variable independiente es

x y la dependiente es y, entonces algunas notaciones comunes para la derivada son:

d d d
F=y ==L =2 e =0re0 = nary



, d o .
Los simbolos D y ﬁse llaman operadores de derivacion porque indican la

operacion de derivacion, que es el proceso de calcular una derivada.
Pasos para calcular la derivada de la funcion f(x) a partir de la definicion.
Determinar:
1. f(x+h)

2. f(x+h)—f(x)

3 f@+2—ﬂ@

4. lim M_
h—0 h

Ejemplo formativo 7.3

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) = ¢, donde c es una constante.

Resolucion
1. f(c+h)=c
2. fc+h)—f(c)=c—c=0

3. f(x+h)—f(x) — 2 — O
h h
4 Lim LSt ® _ in = o
h—0 h h—0h

La derivada de una funcion constante es cero. Es decir, si f(x) = ¢, donde c es
una constante, entonces f'(x) = 0.

Esto lo puedes observar en la grafica de la yA
figura a la derecha, donde la curva es una
recta paralela al eje x. Al no tener h c -
inclinaciébn respecto a dicho eje, la >
pendiente de dicha recta es cero. 0
b) f(x) =x
Resolucion A
1. f(x+h)=x+h ' Ax) = x
2. fx+h)—f(x)=x+h—x=h 0 >
5 [EWr@ _h_
h h

4. lim L& _ i1 =1
h—-0 h h—-0



La derivada de la funcién f(x) = x es uno, esto es, f'(x) = 1. Esto indica que la
pendiente no cambia. Lo puedes observar en la grafica de la figura anterior, la
variacion es constante en todo el dominio de la funcién. Ese comportamiento de
la derivada constante e igual a 1 para la funcion f(x) = x, refleja la propiedad de
que la razén de cambio instantdnea de esta funcion es siempre igual a 1, es decir,
un incremento unitario en x produce un incremento unitario en f(x).

0) f(x) = x?
Resolucion v
1. f(x+h)=(x+h)?>=x%+ 2xh + h?

2. f(x+h)—f(x) =x%+2xh+ h? —x? = 2xh + h? Ax) = x2
_ 2
3. flx+h)—f(x) _ 2xh+h —2x+h 0 ’
h h .

= lim (2x + h) = lim 2x + lim h = 2x
h—0 h h—0 h—0 h—0

La derivada de f(x) = x2 es f'(x) = 2x.

Esto indica que la funciéon cambia mas rapidamente en la medida que x aumenta.
Comprueba esta afirmacion utilizando un graficador de funciones.

Las funciones lineales de la forma f(x)=mx+ b muestran un
comportamiento similar al de la funcion f(x) = x. Gréficamente, esto se refleja en
que la grafica de una funcidn lineal es una recta con pendiente m. Debido a que la
pendiente es constante, la variacion de la funcion también es constante a lo largo de
todo su dominio. Asi, si f(x) = mx + b, su derivada es f'(x) = m.

Utilizando la definicion de derivada, puedes comprobar que la derivada de
la funcién f(x) = x3, es f'(x) = 3x?,lade f(x) = x* es f'(x) = 4x3,lade f(x) = x°,
es f'(x) = 5x* y asi sucesivamente. A partir de estos célculos, se infiere que la
derivada de f(x) = x™es f'(x) = nx""1, siendo n un nimero entero.

En resumen, ya conoces las derivadas de las funciones siguientes:

Funcion f)=c | ft)=x | f)=mx+b | f(x)=x> flx) =x"
Derivada | f/(x)=0 | f'(x) =1 f'(x)=m f'(x)=2x | f'(x) =nx"1

A continuacidén, se presentan las derivadas de algunas funciones
trascendentes importantes, que estudiaras en detalle en progresiones siguientes.

Funcién | f(x) =e”* f(x) =a* | f(x)=Inx f(x)=senx| f(x)=cosx

Derivada | f'(x) =e* | f'(x) = a*Ina| f'(x) =% f'(x) =cosx| f'(x) = —senx




Evaluacion formativa 7.1

1. Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con la ecuacion de
movimiento f(t) = t?> — 2t + 1 medida en metros y t en segundos. Calcula la
velocidad cuando ¢, = 2 segundos.

Resolucion
f(2+h) =
f(2)=
r@ = CTD

La velocidad en el instante t, = 2 segundos es igual a

2. Calcula la derivada de las siguientes funciones utilizando la definicion:
a)f(x)=5x+6
b) f(x) = x% + 6x
o) f(x) =2x3
3. Calcula la pendiente de la recta tangente a la curva en los valores dados:
a) f(t) =5t—5ent,=1.
b) v(t) =2t>+2t—4enty, =0.

4. Encuentra la pendiente de la recta tangente en el punto dado para las siguientes
funciones:

a) f(x) = 8x + 4 enel punto (—1,—4)
b) f(x) = x* — 3x + 6 en el punto (2,4)

5. Demuestra utilizando la definicion de derivada que si f(x) = mx + b, su derivada
es f'(x) =m.

6. Con el objetivo de mejorar los sistemas de riego en el estado de Sinaloa, un grupo
de ingenieros hidroldgicos realiza experimentos para conocer la velocidad del
agua. Para ello, sueltan un dispositivo flotante en el caudal de agua desde la
compuerta principal. La funciéon f(t) = 0.002t? representa la distancia en
kilometros recorrida por el dispositivo flotante después de t minutos desde el
inicio de la prueba.

a) Sila primera lectura se toma a los 15 minutos después de haber soltado el
dispositivo, ;qué distancia habra recorrido el agua?

b) Lasegunda y tercera lecturas se toman a los 30 y 45 minutos, respectivamente.
(Cudl sera la velocidad promedio entre estas dos lecturas?

c) Determina la velocidad instantdnea en la primera lectura.




Autoevaluacion y coevaluacion 7.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:
Autoevaluacién para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidén que mejor refleje tu nivel de desemperfio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 7. Responde con honestidad a la evaluacién de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis comparfieros.

Utilicé diversas perspectivas para comprender e
interpretar el concepto de derivada y su definicién
formal. (M2-C1)

Encontré la derivada de funciones constantes,
lineales y algunas funciones polinomiales
empleando la definicién de derivada. (M2-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempefio durante el trabajo en equipo en la progresién de aprendizaje 7 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno Sobresaliente
de logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para el
aprendizaje con mis companeros.

Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus comparieros.

Utiliz6 diversas perspectivas para interpretar el
concepto de derivada y su definicién formal. (M2-C1)

Encontro la derivada de funciones constantes,
lineales y algunas funciones polinomiales empleando
la definicién de derivada. (M2-C2)

Nombre y firma de quien coevalta



Reglas basicas de derivacion

Encuentra de manera heuristica algunas reglas de derivaciéon como la regla de la

suma, la regla del producto, la regla del cociente y la regla de la cadena y las aplica
en algunos ejemplos.

En proceso de
Metas de aprendizaje P Bueno = Sobresaliente

logro

M3-C2 Compara hechos, opiniones o afirmaciones = #

para organizarlos en formas ldégicas tutiles en la
solucion de problemas y explicacion de situaciones

y fendmenos. H

M4-C3 Construye y plantea posibles soluciones a = #

problemas de Areas de Conocimiento, Recursos
Sociocognitivos, Recursos Socioemocionales y de su

entorno, empleando técnicas y lenguaje matematico. | g

Evaluacion diagnostica 8.1

1. Selecciona la grafica que se corresponde con la derivada de la funcion

f(x) = —x2.

a) 44y b) 4AY Q) 44y
2 -2 >
—t—t>
—4 -2 2 4x —4—2_51__ 2 4x

\j

2. Selecciona la respuesta correcta. La derivada de f(x) = 4x3 — 1 es:
a)12x2 -1 b)12x? c) 4x3

3. Completa la siguiente tabla:

Funcién Derivada f'(=3)
fx)=7
1
fx) = 5%
3
flx) = Zx4




En la progresion anterior, utilizaste la definicion para calcular la derivada de varias
funciones incluyendo funciones constantes, lineales y algunos polinomios sencillos.
Supongamos que necesitas calcular la derivada de la funcion f(x) = 3(x* + 1) sen x.
Este proceso puede ser bastante complicado y laborioso, por lo que es ttil contar con
herramientas que faciliten el calculo de derivadas de manera mas sencilla y eficiente.

Reglas de derivacion

En la progresion anterior se definié la derivada de una funcion f(x) formalmente
como:

fx+h) — f(x)
h

f'(x) = lim siempre que el limite exista.

Recuerda las derivadas que obtuviste o se presentaron en la progresion
anterior.

Funcién Derivada Funcién Derivada
fx)=c fix)=0 f(x) =e* fi(x) =e*
f(x)=x fl) =1 fx)=a* | f'(x) =a*Ilna
f)=mx+b| f'(x)=m f(x) =Inx f'(X)=%
flx) = x? f'x) =2x f(x) =senx | f'(x)=cosx
fO)=x" | f'(x) =nx""" f(x) =cosx | f'(x) = —senx

Ahora estudiaras algunas reglas fundamentales que te permitiran calcular
derivadas de manera mas eficiente, sin tener que recurrir directamente a la
definicion. Estas reglas simplificaran el proceso de diferenciacion y evitaran tener
que utilizar la definicién de derivada en cada caso. De aqui en adelante, asumiras
que las funciones que utilizas para enunciar y demostrar las reglas de derivacion
tienen derivadas definidas. Estas reglas de derivacion facilitan el calculo de
derivadas de funciones polinomiales, racionales, algebraicas, exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas.

1. Regla de la derivada del producto de una constante por una funcion

La derivada de una constante por una funcidn es la constante multiplicada por la
derivada de la funcion.

[ef (O] = cf'(x)




Demostracion: la definicion de derivada y las propiedades de los limites permiten
demostrar esta regla.

[Cf(x)]r=£%C-f(X+l’;3—C.f(x): %%C'f(x-l_hf)l_f(x)
= o ETN O iy

Ejemplo formativo 8.1

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
a) Si f(x) = 7x3, entonces f'(x) = 7(x3)’ = 7(3x?) = 21x?
b) Si f(x) = —5x, entonces f'(x) = =5(x)' = —=5(1) = -5
c) Sif(x)= %sen x, entonces f'(x) = %(sen x)'

d) Si f(x) = 3Inx, entonces f'(x) = 3(Inx)' =

2. Regla de la derivada de la suma de funciones

La derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de
cada funcion.

[fC) + 9] = f'(x) + g'(x)

Demostracion:

Sea H(x) = f(x) + g(x), entonces aplicando la definicion de derivada y las
propiedades de los limites se tiene

[f () + g(0)]" = H'(x)
mH(x +h) —H(x) - lim [Fx+h)+gx+n]-[f(x) +g()]

h—-0 h—-0
_ i fx+h)—f(x) glx+h)—gk)
= % h + h
h) — h) —
=h%f(ﬁﬁ f)l f(x)+m%g(x+ f)l g(x)zf,(x)+g,(x)

Esta regla es valida para la suma de cualquier nimero de funciones. Por ejemplo,
para tres funciones f, g y h:

[FG0) + g() + ()] = [(f() + 9(0)) + h(®)] = [f @) + g()]' + 1 (x)



=f'(0)+9'(x)+hx)

3. Regla de la derivada de la diferencia de dos funciones

La derivada de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de las
derivadas de cada funcion.

[f () —g(]" = f'(x) = g'(x)

Demostracion: basta considerar f(x) — g(x) = f(x) + (—1)g(x) y aplicar la regla de
la suma y la de una constante por una funcion.

Estas tres reglas y la derivada de (x™)" = nx"!

funcién polinomial.

permiten derivar cualquier

Ejemplo formativo 8.2
1.Sea f(x) = x7 + 3x* — 2x? + 4x — 3. Halla f'(x).
Aplica las reglas estudiadas.

fl) =)' +3(xY) —2(x?) +4(x) —3) =7x0+12x3 —4x + 4

4. Regla de la derivada del producto de dos funciones

Las reglas para derivar la suma o diferencia de funciones establecen que la derivada
de una suma o resta es simplemente la suma o resta de las derivadas individuales.
Ahora, podrias preguntarte si la derivada del producto de dos funciones es igual al
producto de las derivadas de cada una de ellas.

Veamos, sea f(x) = x° - x3, entonces f(x) = x®y f'(x) = 8(x7) = 8x7.
Considera ahora el producto,

1) = [ 2] = G5 () = (5x*)(3x?) = 15x°.

Puedes ver que [x8]" = 8x7 # 15x® = [x° - x3]', esto significa que la derivada

del producto no es simplemente el producto de las derivadas. Se hace necesario
buscar una regla para calcular la derivada de un producto.

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la
primera funcién por la segunda mads el producto de la primera funcién por la
derivada de la segunda.

[f () - g = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)




Demostracion

Aplicando la definicion de derivada se tiene

[f(x+h) -gx+h)]—[f(Cx) gx)]
h

Suma y resta f(x + h)g(x) en la expresion anterior

lm[f(x+h)'g(x+h)]—[f(x)'g(X)]+f(X+h)'g(x)—f(x+h)'g(x)

h—-0 h

[f G- g()]" = Lim

Agrupa términos convenientemente y aplica las propiedades de los limites

limg(x)[f(x +h) - f]+ &+ Mgl +h) — g(x)]

h—-0 h
_ gOlfx+h) —f)] . fx+hm)[gle+h) - g(x)]
= 1% h +£l—7>% h

=g + fx)g'(x)

Esta regla es valida para el producto de cualquier nimero de funciones.

Sean f(x), g(x) y h(x), entonces aplicando la regla anterior tenemos
[f () g ()] = [f () g h(x) + [f () g ()R (x)
= [f"(x)g(x) + fF(x)g'()]h(x) + [f () g()]h' (x)
= ["(x)g()h(x) + f(x)g'(0)h(x) + fx)g(x)h' (x)
Como puedes ver, la derivada del producto de tres funciones es igual a la
suma de tres términos: el producto de la derivada de la primera funcién por las otras

dos, més el producto de la derivada de la segunda funcién por la primera y la tercera,
mas el producto de la derivada de la tercera funcion por la primera y la segunda.

Ejemplo formativo 8.3

1. Halla la derivada de las siguientes funciones aplicando la regla del producto.

a) f(x)=x5-x3 b) f(x) = (x — 3)sen x

c) g(x) = e*cosx d)h(x) = (x> +1)Inx

Resolucion

a) f'(x) =[x-x3]"= (x>)'x3 + x°(x3)" = 5x* - x3 + x° - 3x% = 5x7 + 3x”
= 8x’

b) f'(x) =(x—3)'senx + (x —3)(senx)' = (1)sen x + (x — 3) cos x
=senx + (x —3) cosx.
c)g'(x) =(e*) cosx +e* (cosx)' = e*cosx + e* (—sen x)
= e* cosx —e*senx = e*(cosx — sen x)



dh'(x)=x?*+1)'Inx+ (x?+1)(nx)"' = 2x)Inx + (x? + 1)§

2
=2x1nx+xT+1=2xlnx+x+§

5. Regla de la derivada del cociente de dos funciones

denominador, todo dividido por el denominador al cuadrado.

fO] @) gl —fx) - g'(x)
gl = @7 () =0

La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto de la derivada del
numerador por el denominador, menos el numerador por la derivada del

Para realizar la demostracion se procede de manera andloga a la

demostracién de la regla del producto.

Ejemplo formativo 8.4

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

2) 90 =17 b hG) == o f(0) =22

x+1 X — coSsx

Resolucion

. x-1D)'x+1)—-(x-D(x+1) DE+1)-(x—-1)() x+1-x+1
a) g'(x) = = = =

2

(x +1)2 (x + 1)2 T x4+ D2 (x+1)2
' _3)(x-3)-3(x-3) _(0)(x-3)-3(1) _ -3
b) h(x) = - 372 T G-z -3

, (senx)'cosx — senx(cosx)' cosxcosx — senx(—senx)
) f'(x) = =

(cosx)? (cos x)?

cos’x + sen’x 1

(cos x)? ~ (cos x)?

= sec?x

6. Regla de la cadena (derivada de funciones compuestas)

(Cudl de las reglas estudiadas podrias utilizar para calcular la derivada de la funcion

fO) =(x+3)*?

Aunque se puede utilizar la formula de la derivada de un producto de
funciones, para determinar una forma mads sencilla, especialmente cuando se




presenta una potencia mayor, utilizaremos otra regla. Observa la funcion
f(x); aprecia que es una funcién compuesta. Esto es (fog)(x) = flg(x)] = [g(x)]?,
es decir la funcidén f toma como entrada el resultado de otra funcion, en este caso
g(x), donde f(x) y g(x) son funciones independientes. Para derivar esta funcion se
utilizard la regla de la cadena.

Regla de la cadena

Si g es derivable en x y f en g(x), entonces la funciéon compuesta definida mediante
(fog)(x) = f[g(x)], es derivable en x, y

(fog)'(x) = flg(x)]-g'(x)

Ejemplo formativo 8.5

1. Halla la derivada de las siguientes funciones.
a)f(x) =2x+3)%> b)gx) =e3* ) h(x) = sen 2x
Resolucion
a) Seaf(x) = (g(x))zy glx)=2x+3
flgx) =29(x)y g'(x) =2
(feg)'(x) =f"[g(x)] =2g9(x)-2=22x+3)-2=4(2x+3) =8x+ 12
b) Sea g(f(x)) = /@y f(x) = 3x
gf(x) =e/Pyf(x)=3
(gof)'(x) = g'[f ()] = e/¥)-3 =3¢
c) Seah(g(x)) =seng(x)y g(x) = 2x
h'(x) =cosg(x)y g'(x) = 2
(hog)'(x) = h'[g(x)] = 2 cos 2x

1.Completa la siguiente tabla.

Derivada del
Funcién Regla de derivacion | Nombre de la regla erve .a . €
funcion

f(x) = 5x* f(x) = 10x

f(x) = e*senx

y=08x*-3) | f()=F@g) g




4 Derivada de un

Y =7_"""—>3 .
(6x —2) cociente

2. Calcula la derivada de las siguientes funciones aplicando las reglas de derivacion.
2. Halla la derivada de las siguientes funciones.

a)g(x) =x3+3x2-5 b)f(x) = %xz + 2x —% c)h(t) = 0.3t1° +0.2t5 —+/5
3. Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x)=((x+5x* b)50x+4)x3 of () = (&3 + et
d) g(x) = cosxInx e) h(x) = sen x cos x

4. Determina una expresion para la derivada de las cuatro funciones f, g, u y v.

5. Halla la derivada de las siguientes funciones.

_ (3x+6) _ 7x—=2 _ —x+9
a) f(x) = (4x-2) b) g(x) = 6x+5 c) h(x) = -3x+1
Cos X 1 1
d) f(x) = —— e) f(x) =~ f) f(x) = —
6. Demuestra la regla del cociente.
7. Completa las siguientes tablas.
Funcion Derivada Funcion Derivada
f(x) =senx f'(x) = csc?x
f'(x) = —senx f(x) =secx
f(x) =tanx f'(x) = cscxcotx

8. Completa la siguiente tabla sabiendo que f(x) y g(x) son dos funciones para las
cuales sus derivadas f'(x) y g'(x) existen.

Regla de derivacion Formula de derivacion
Derivada de una constante por una funcioén [cf(0)] =

Derivada de la suma de dos funciones [f(x)+g)] =
Derivada de la resta de dos funciones [f(x) —g)] =
Derivada del producto de dos funciones [f(x)-g)] =




Derivada del cociente de funciones, g(x) # 0 [_g (x)l —

(x)

Regla de la cadena, (feg)(x) = f[g(x)] (feg)'(x) =

9. Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=3(x%*+2x—-1)
b) f(x) = (5x)(3x?)

0 g(x)=x+5)(x—5)
d) h(t) =e’lnt

e) u(x) = (7x?-3)°

f) f(x)=(7x3 —4x? —x)*

g) v(x) = ==
h) u(x) ===

i) g(t) =sen (t*> —2t)
j) h(t) =tan (2x + 1)

Autoevaluacién y coevaluacion 8.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 8. Responde con honestidad a la evaluacién de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis compafieros.

Demostré algunas reglas de derivacion utilizando
la definicién de derivada. (M3-C2)

Apliqué las reglas de derivaciéon para calcular la
derivada de diversas funciones. (M4-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje



Solicita a un compariero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempenio durante el trabajo en equipo en la progresién de aprendizaje 8 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propici6 un clima de comunicacién favorable para
el aprendizaje con mis compafieros.

Participd activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus compaiieros.

Demostro algunas reglas de derivacién utilizando
la definicién de derivada. (M3-C2)

Aplicé las reglas de derivacién para calcular la
derivada de diversas funciones. (M4-C3)

Nombre y firma de quien coevaliia



El concepto de la derivada como razon de cambio instantanea
Selecciona una problematica en la que el cambio sea un factor fundamental en su
estudio para aplicar el concepto de la derivada como razén de cambio instantanea.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M2-C3 Construye un modelo matematico,
identificando las variables de interés, con la c

finalidad de explicar una situacién o fendmeno y/o
resolver un problema tanto tedrico como de su g
entorno.

Evaluacion diagndstica 9.1

1. Analiza los enunciados siguientes y escribe en el paréntesis la letra que
corresponde a la respuesta correcta:

I. Concepto que describe el valor numérico al cual se aproxima una funcién a
medida que la variable independiente se aproxima por ambos lados a un

valor dado. (
)
a) Valor de la funcién b) Ordenada al origen
c¢) Limite de la funcion d) Ceros de la funcién
I1. Representacion matematica de una razon de cambio promedio.
¢ ) )
aym=222 b) lim 2 )y =f) d) &
III. Representacion matematica de una razoén de cambio instantanea.
¢ )
am=2=2 bAy=y,-y;  9y=f(®) d) Jim 2
IV. Expresion que define la derivada de la funciéon y = f(x).
¢ )
= 52 _ m LE*A0 —f(x) Y2= Y1 _
a)y=x—-1 b) li Aim o com= —— d)f(x)=3x+1

2. Analiza y selecciona la opcion correcta en cada pregunta.

I. ;Cual es la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un
punto dado?

a) La pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto.
b) El area bajo la curva en ese punto.

c) El valor maximo de la funcién en ese punto.



d) La recta que corta en dos puntos a la grafica de la funcién.

II. ;Porque es importante calcular la razon de cambio instantanea en problemas
de aplicacion?

a) Para obtener una estimacion aproximada de la razon de cambio.
b) Para conocer con precision la razén de cambio en un punto especifico.

c) Para identificar las rectas que cortan a la grafica.

En una parcela, hay un tanque cilindrico destinado a acumular agua para
riego. El tanque se ha averiado y se esta vaciando a una razén constante de 2 litros
por minuto. El radio del tanque es de 1 metro y la altura inicial del liquido es de 3
metros. Es necesario determinar la razon de cambio del nivel del liquido en el tanque
en funcion del tiempo. ;Tienes alguna herramienta que pueda ayudar a resolver este
problema?

En la progresion 7, aprendiste que la derivada es un concepto clave en el
calculo, interpretado como la razén de cambio instantanea a través de dos ejemplos:
la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto (interpretacion
geométrica) y la velocidad instantanea (interpretacion fisica).

La derivada también puede utilizarse para calcular la velocidad a la que se
llena un tanque de agua en funcion del caudal que lo alimenta, determinar cémo
una poblacion crece o decrece con el tiempo, y analizar la velocidad con la que
aumentan o disminuyen la produccion y los costos. En resumen, la derivada
representa la razon o tasa de cambio en un valor especifico, un aspecto fundamental
para estudiar y comprender el comportamiento de funciones y fendmenos variables.

La pendiente de la recta tangente

La derivada te permite calcular la pendiente de la tangente m; a la curva en el punto
Xo,

f(xo +h) = fxo)
n .

my = f'(x) = }li_r)r(l)

La derivada de la funcion puede resultar una expresion matematica también
variable (en funcién de x), lo que significa que la grafica de la funcién presenta
pendientes variables para diferentes valores de x.

Ejemplo formativo 9.1

Determina la pendiente de la tangente a la gréfica de la funcion y = x? —4x + 3 en
el valor x, = 3.



Resolucion
La derivada de la funciony = x> —4x + 3esy' = % = 2x — 4.

Esta derivada representa la pendiente de las tangentes a la grafica de la funcion
para cualquier valor de x.

d
mt=£=2x—4

La pendiente de la tangente a la grafica en un valor especifico, por ejemplo x, = 3 es
m,=23)—4=6-—4=2.

En xy, = 3, la pendiente de la tangente a la grafica es m; = 2.

La ecuacion de la recta tangente

Sila derivada de una funcion representa la pendiente de la tangente a la curva de la
funcion en cualquier punto dado, entonces es posible utilizar esta condicion para
determinar la ecuacién de cualquier recta tangente a la curva de la funcién en un
punto especifico de interés. Para ello, se sustituye, la pendiente calculada en el punto
de interés junto con las coordenadas de ese punto, en la ecuacion de la recta en la
forma punto-pendiente, y —y; = m(x — x;), donde m es la pendiente de la recta
tangente y (x;, y;) son las coordenadas del punto de tangencia.

La relevancia de determinar la ecuacidon de la recta tangente radica en que
permite su representacion grafica, lo cual facilita la visualizacion de la interaccion
de la funcién con dicha tangente al observar ambas graficas conjuntamente.

Ejemplo formativo 9.2

1. Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica
de la funcién y = 2x — x?, en el punto P(2,0). ;Cémo

sera la representacion grafica de esta situacion?

Resolucion

La funcién y = 2x — x?, se puede identificar como una
parabola que abre hacia abajo, como se muestra en la figura a la derecha.

El punto P(2,0), es el punto de tangencia de la recta y la parabola.

La pendiente de la tangente (o de la curva), es la derivada de la funcidn, esto es
d
m=—02x—x?)=2-2x
dx

La pendiente de la tangente en P(2, 0) la obtienes sustituyendo x = 2, en la expresion
obtenida para la pendiente, m = 2 — 2x,asim = 2 - 2(2) =2 — 4 = 2.



Entonces, en P(2,0), la pendiente de la tangente es m = —2.

Determina la ecuacion de la tangente con m = —2 y P(2,0), sustituyendo en la
ecuacion de la recta en la forma de punto-pendiente y — y; = m(x — x;)

y—0=-2(x—-2)
La ecuacion de la recta tangente a la parabola en el punto P(2,0), es
y=-2x+402x+y—4=0
La representacion grafica de esta situacion se muestra en la figura de abajo.

Recta tangente
y=-2x—-4

Velocidad y aceleracion

En la progresion 7, aprendiste a resolver el problema de la velocidad y la aceleracion
instantanea utilizando la derivada. Recuerda que

S — So

t - to

v=?obien V=

Esta representacion toma la distancia como dos puntos asociados a la posicion
y el tiempo como dos momentos determinados.

ds _ d
v; = T o bien v;(t) = Es(t)

_dv bi t—d .
a—dto ien a()—dtvi()

. . d(d d?
También se puede calcular la aceleracion como a(t) = - (Es(t)> = ﬁs(t) 0

de manera mas sencilla como a(t) = s”(t), donde s”'(t) denota la segunda derivada
de la posicion respecto al tiempo. Esto es posible porque la primera derivada genera
una nueva funcion, que también puede ser derivada.

Ejemplo formativo 9.3

1. Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba y su trayectoria esta dada por la
funcion de desplazamiento s(t) = —4.9t% + 36t, donde s(t) esta medido en metros
y t en segundos. Calcula.



a) La velocidad y la aceleracion en los instantes de tiempo t=2 y t =4
(segundos).

b) La altura maxima alcanzada.

c) Eltiempo t que tarda en caer al suelo y la velocidad de su caida.

Resolucion
Datos: la funcion que representa el desplazamiento vertical de la piedra es
s(t) = —4.9t% + 36t

El problema involucra la velocidad y aceleracién como razones de cambio
instantaneas a partir de la funcion desplazamiento s(t).

La velocidad es v;(t) = % o vi(t)= %s(t)

. d d d?
La aceleracion es a(t) = d—: o a(t) = Evi(t) o a(t) = Es(t)

a) La velocidad y la aceleracion en los instantes de tiempo t = 2y t = 4 (segundos).
v;(t) = %s(t) = %(—4.91:2 + 36t) = —4.9(2t) + 36 = —9.8t + 36
La ecuacion de la velocidad es v;(t) = —9.8t + 36 m/s
a(t) = ivi(t) = i(—9.8t +36) = —9.8
dt dt
La ecuacion de la aceleracion es a(t) = —9.8 m/s2. La aceleracion es una constante
(la gravedad).
Ent = 2, la velocidad es v;(2) = —9.8(2) + 36 = —19.6 + 36 = 16.4
v;(2) = 16.4m/s
La velocidad a los dos segundos es 16.4 m/s.

La aceleracién es a(2) =—-9.8m/s?. Este resultado significa que hay una
desaceleracion.

En t = 4, la velocidad es v;(4) = —9.8(4) + 36 = —39.2 + 36 = —3.2
v;(4) = —3.2 m/s significa que la piedra se desplaza hacia abajo.
La velocidad a los cuatro segundos es 3.2 m/s.

La aceleracion es a(4) = —9.8 m/s?. Hay una desaceleracidn, lo cual significa que en
cada segundo la velocidad disminuye en 9.8 m/s.

b) La altura maxima alcanzada.

Se sabe que, en la altura maxima, la velocidad de la piedra es cero metros por
segundo.



Se establece la condiciéon v;(t) = —9.8t + 36 = 0, al despejar t, se tiene el tiempo en
donde se alcanza la altura maxima.

—98t+36=0
—9.8t = —-36
—36
iy
t =3.67

La posicionen t = 3.67 s es la altura maxima y puedes calcularla con la ecuacion del
desplazamiento s(t) = —4.9t* + 36t.

s(3.67) = —4.9(3.67)%* + 36(3.67) = —4.9(13.47) + 36(3.67) = —66.0 + 132.12 =
66.12

La altura maxima es s(3.67) = 66.12 m
c) El tiempo t que tarda en caer al suelo y la velocidad de su caida.

Cuando la piedra cae al suelo se dice que su posicién es cero, s(t) = —4.9t* +
36t =0,

factorizando:
—4.9t2 + 36t = t(—4.9t + 36) = 0, de donde
t,=00-49t,+36=0 = —49t, =36 =>t, =:T'°’Z:>t2 = 7.34

De estos resultados, puedes interpretar que la piedra cae al suelo en el instante de
tiempo t, = 7.34 s, mientras que en t; = 0 s, la piedra es lanzada.

La velocidad de la piedra en su caida (t, = 7.34 s), puedes calcularla utilizando la
ecuacion obtenida para la velocidad.

v;(7.34) = —9.8(7.34) + 36 = —71.93 + 36 = —35.93

La velocidad de caida es v(7.34) = —35.93 m/s. Esto significa que la piedra viaja
hacia abajo.

La velocidad en el instante t, = 7.34 s es 35.93 m/s.

En la figura de abajo se muestra la representacion grafica del problema.
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La derivada es una herramienta fundamental en el analisis y modelado de
diferentes procesos, como el llenado y vaciado de tanques, que son ampliamente
utilizados en la Ingenieria Quimica y otros campos afines.

Ejemplo formativo 9.4

Un recipiente cilindrico de 2 m de altura y 1 m de radio se llena con agua a una
velocidad constante de 0.5 m3/min. Calcula la razon de cambio de la altura del nivel
de agua en el recipiente cuando el nivel alcanza los 1.5 m.

Resolucion
Datos:
e Radio del recipiente: r=1m

e Altura del recipiente: h=2m
e Velocidad de llenado: C;—Z = 0.5 m3/min

e Nivel de agua alcanzado: h=1.5m

Para resolver el problema se tiene en cuenta que la razén de cambio de la altura del
nivel de agua se calcula mediante la derivada de la altura con respecto al tiempo.

dv

av dh __ dh _ g

Como V=A4Ag-h 2—=A4p— =>—=4&
dat dat au A

Donde:

dh , .
- —-es la razon de cambio de la altura.

o % es la velocidad de llenado.



o Asesel area de la base del recipiente.
Sustituyendo los valores: Az = - 1r* = - (1)*> = m m?

dh 05 0.155 _
Pl m/min

Por lo tanto, la razén de cambio de la altura del nivel de agua cuando el nivel alcanza
los 1.5 m es de aproximadamente 0.159 m/min.

Ejemplo formativo 9.5

1. Una empresa de manufactura produce un producto y la funciéon que determina la
cantidad producida (en unidades) es: P(t) = 500 + 30t — 2t%, donde t se mide en
dias.

a) Encuentra la funcion que determina la razon de cambio instantanea.

b) Calcula el valor de la razon de cambio parat = 5,t = 10,t = 15yt =
20 dias.

c) Interpreta los resultados obtenidos.
Resolucion

a) La razon de cambio instantanea se calcula mediante la derivada de la funcion P(t):
P'(t) =30 —4t

b) Sustituyendo los valores de t: para t =5 dias, P'(5) = 30 —4(5) = 10. Para

t = 10 dfas, P'(10) = 30 — 4(10) = —10. Para t = 15 dfas, P'(15) = 30 — 4(15) =

—30. Para t = 20 dias, P'(20) = 30 — 4(20) = —50.

¢) Interpretacion de los resultados:

e Parat =75 dias, la razén de cambio instantanea es 10 unidades/dia, lo que
significa que la produccion aumenta a una tasa de 10 unidades por dia.

e Parat = 10 dias, la razén de cambio instantanea es —10 unidades/dia, lo que
significa que la produccion disminuye a una tasa de 10 unidades por dia.

e Parat = 15 dias, la razén de cambio instantdnea es —30 unidades/dia, lo que
significa que la produccion disminuye a una tasa de 30 unidades por dia.

e Parat = 20 dias, la razén de cambio instantdnea es -50 unidades/dia, lo que
significa que la produccion disminuye a una tasa de 50 unidades por dia.

Evaluacion formativa 9.1

1. Dadas las siguientes funciones, determina la pendiente de la recta tangente a la
grafica en los puntos indicados en cada caso e interpreta el resultado obtenido.



a) fx)=x3—4,enx,=1
b) s(t) =4t—t?,ent, = 2.
<)

2. Determina la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcién y = x> + 1,
en el punto P(1,4) y representa graficamente esta situacion.

3. En un experimento, la posicion de una particula que viaja a gran velocidad en
una recta horizontal se puede determinar por medio de la ecuacion

s(t) =t*—6t3+12t> - 10t +5

Determina la posicion, la velocidad y la aceleracion de dicha particula, cuando
han transcurrido tres segundos.

4. Un tanque cilindrico se estd vaciando a una razon constante de 2 litros por
minuto. El radio del tanque es de 1 metro y la altura inicial del liquido es de 3
metros. Encuentra la razén de cambio del nivel del liquido en el tanque en
funcion del tiempo.

5. Un cultivo de bacterias varia con relacién al tiempo de acuerdo con la expresion
N(t) = 100 + 15t — t2.

a) ;Cual es la velocidad de crecimiento en el instante t = 10 min?

b) Interpreta el resultado obtenido.

3
6. Dada la funcion f(x) = x? — 2x% 4 3x, determina:

a) La ecuacion que representa la pendiente.

b) Los valores de x para los cuales la pendiente es cero.

) Traza la gréfica de la funcion con ayuda de un graficador e interpreta el
inciso b).

7. Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funciéon y = x® — x,
en el punto P(1,0) y traza una representacion grafica de esta situacion.



8. Un delfin del acuario salta del agua como se muestra en la
figura de la derecha para alcanzar a cruzar un aro que se

encuentra a 11 metros de altura y se desplaza verticalmente he11 %&
= m \ o

hacia arriba con una velocidad de 15 m/s. La posicion del delfin
“ tl/

h(t) (en metros) sobre la superficie del agua después de
segundos esta dada por h(t) = 15t — 4.9t* . Calcula: h(t)

a) La velocidad en los instantes de tiempot = 1yt = 2
(segundos).

b) La altura maxima alcanzada y determina si alcanza el aro.

c) El tiempo t que tarda el salto del delfin y la velocidad de
su caida.

9. Un tanque conico tiene una base circular de radio 2 metros y una altura de 5
metros. El tanque se estd llenando a una tasa constante de 3 litros por minuto.
Encuentra la razén de cambio del nivel del liquido en el tanque en funcion del
tiempo.

10. Una empresa de servicios informaticos realiza un estudio sobre el numero de
clientes que utilizan su servicio en funcién del tiempo. La funcion que describe el
numero de clientes (en miles) es: C(t) = 20 + 5t — t%, donde t se mide en semanas.

a) Encuentra la funcion que determina la razon de cambio instantanea.
b) Calcula el valor de la razén de cambio parat=3,t=6,t=9y t =12
semanas. c) Interpreta los resultados obtenidos.

Autoevaluacién y coevaluacion 9.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 9. Responde con honestidad a la evaluacién de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis compafieros.




Construi modelos aplicando el concepto de
derivada como razén de cambio para resolver
problemas matematicos, fisicos y de ingenieria.
(M2-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor describa tu
desempefio durante el trabajo en equipo en la progresién de aprendizaje 9 y que responda con
honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis companeros.

Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus comparieros.

Construyé modelos aplicando el concepto de
derivada como razén de cambio para resolver

problemas matematicos, fisicos y de ingenieria.
(M2-C3)

Nombre y firma de quien coevalta



Aplicacion de la derivada al analisis y graficacion de funciones
Explica y socializa el papel de la derivada para analizar una funcién (donde
crece/decrece, maximos/minimos locales, concavidades) y traza su gréfica.

Metas de aprendizaje

En proceso de
logro

Bueno

Sobresaliente

M3-C1 Comprueba los procedimientos usados en la
resolucion de problemas utilizando diversos
métodos, empleando recursos tecnologicos o la
interaccién con sus pares.

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de
afirmaciones acerca de situaciones, fenédmenos o
problemas propios de la matematica, de las ciencias
o de su contexto.

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas,
descubrimientos o procesos en la soluciéon de un
problema tanto tedrico como de su entorno.

Evaluacion diagndstica 10.1

1. A partir de la siguiente grafica identifica si la pendiente es mayor, igual o menor

que cero.
& a) m>0

b) m<o0

¢ m=0

A
y

2. Identifica si las siguientes propiedades de la grafica son falsas o verdaderas.

Propiedad

V |F

Creciente en el intervalo (-1, 1)

f(1) = 2 es un valor minimo local en x = 1.

Tiene un punto de inflexién (0, 0).

Es concava hacia arriba en el intervalo (0, o).

3. Laderivada de la funcién f(x) = 2x3 + 2x es:
o f(x)y=6x>+2 d)f'(x)=3x%+1

a) ff(x)=5x+2 Db)f'(x)=3x+1




Crecimiento y decrecimiento de funciones

El estudio de la monotonia de una funcion permite entender como varia una variable
en relacidon con otra, por ejemplo, como varia la distancia a través del tiempo. Los
conceptos representados en la Figura 10.1, sobre funcion creciente, funcion
decreciente y funcion constante los definimos como:

f(x) también aumenta, es decir, si x; < X, _
entonces f(x;) < f(x,). f
e Funcion decreciente. A medida que x -—.U¢ j

aumenta, f(x) disminuye, es decir, si x; <
Figura 10.1. Monotonia de una funcién.

X2 erftlonces ) > £ (xz). ., Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
e Funcién constante. La funcién f(x) no cambia, aunque x aumente o

disminuya, es decir, f(x;) = f(x;) para todo x4, x, € R.

e Funcion creciente. A medida que x aumenta, fy,-

E
o
.

A continuacion, conectamos la monotonia de una funcion con el signo de la
primera derivada.

Gréfica ‘ Monotonia | Valor de prueba ‘ Derivada de f ‘ Signo de f’
fx) =2
)
Constant
onstante en _ T — (1) =
N ot x=1 flx) =0 =0
-t
-2 Oy 1
Creciente en _ ' _ 1 _
Conomy x=0 ) =1 F£(0)=1>0
Decreciente en x=—1 fl(-1)=-2<0
(=0, 0)
f'(x) =2x
Creciente en _ s
0, +00) x=2 fl2)=4>0
f(x) =x%—-3x :
Creciente en _ ’ _ .2 1_9Y) —
(=0 —1) x=-2 f'(x) =3x*-3 f'(=2)=9>0




1
v 4 .

f,\g ! Decreciente en x=0 £1(0)=-3<0

" | -1 1

Creciente en
x=3 '3)=24>0
(1, +00) f'3)

De lo anterior, observamos que en el intervalo donde la funcién es constante,
la primera derivada es igual a cero. Donde es creciente, la primera derivada es
mayor que cero. Y si la funcidn es decreciente, la primera derivada es menor que
cero. Con base en esto establecemos el siguiente teorema para determinar de forma
analitica la monotonia de una funcién.

Teorema de monotonia

Sea f continua en el intervalo (a, b) y derivable en (a, b).
i) Sif'(x) <0 paratoda x € (a, b), entonces f es decreciente en (a, b).
ii) Si f'(x) = 0 para toda x € (a, b), entonces f es constante en (a, b).
iii) Si f'(x) > 0 para toda x € (a, b), entonces f es creciente en (a, b).

Recuerda que la primera derivada de f(x) da la pendiente de la recta tangente

a la grafica de fen el punto (x, f(x)). Con base en esto, si f'(x) < 0 entonces la recta

tangente decrecre hacia la derecha, lo cual sugiere que fes decreciente (Figura 10.2a).

Ahora, si f'(x) = 0 en tonces la recta tangente es constante hacia la derecha, lo cual

sugiere que f no crece ni decrece. Por tltimo, si f'(x) > 0 entonces la recta tangente

crece hacia la derecha, lo cual sugiere que f es creciente. Y en la Figura 10.2b esta la
correspondiente derivada.

a) f(x) =x*+1 b) f'(x) = 2x
y ya

fl-2)< _4§ 5 /f,f"(ZJ >4
o

F(3/2) <3 \ F3/2)>3

Figura 10.2. La pendiente de la recta tangente en un punto y su conexiéon con la monotonia

de la funcién.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).



En la Figura 10.2a, al valor x = 0 se le llama valor critico, dado que f'(0) = 0.

Es decir, ahi la monotonia de la funciéon f(x) cambia, pasa de ser decreciente
(f'(x) < 0) aser creciente (f"(x) > 0).

Valor critico
El nimero real ¢ del dominio de f(x) es un valor critico si f'(c) no existe o bien,

£(c) = 0.

El teorema de la monotonia es tutil para analizar de forma analitica el

comportamiento de una funcidén a partir de explorar la derivada de una funcion en
distintos intervalos. En dichos intervalos se puede identificar si la funcion es
creciente, decreciente o constante:

1.
2.

3.

Calcula la derivada de la funcion f(x).
Iguala la derivada a cero (f'(x) = 0) y resuelve la ecuacion para encontrar los
valores criticos.
Usa los valores criticos obtenidos para dividir el dominio de la funcién en
intervalos. Cada intervalo estard determinado por dos valores criticos
consecutivos o por los limites del dominio de la funcion.
Escoge un valor o niumero de prueba x dentro de cada intervalo y sustituye
ese valor en f'(x). Esto te permitira identificar el signo de la derivada en ese
intervalo:

e Sif'(x) > 0 en un intervalo, la funcidn es creciente en ese intervalo.

e Sif'(x) < 0enun intervalo, la funcion es decreciente en ese intervalo.
Con los signos de la derivada (+ o —-) en cada intervalo, determina los
intervalos donde la funcion es creciente o decreciente.

Ejemplo formativo 10.1

1. Determina los intervalos en donde la funcion f(x) = x3 — 3x? + 4 es creciente o
decreciente mediante el teorema de la monotonia.
Resolucion:
Paso 1. Deriva f(x), f'(x) = 3x? — 6x.
Paso 2. Iguala la derivada a cero y resuelve la ecuacion.
f(x)=0=23x2—-6x=0=>3x(x—2)=0=>3x=00x—-2=0=> x=00
x =2

Los valores criticos son x = 0y x = 2.

Paso 3. Divide el dominio de la funcién en intervalos: (—oo,0), (0,2) y (2, +0).

Paso 4. Elige un valor de prueba en cada intervalo y evalua la derivada.
Valores de prueba: x = =1 € (—=,0), x = 1€ (0,2) y x = 3 € (2, +0).
Derivada de f: f'(x) = 3x? — 6x.



Signo de f* + Signo de f* — Signo de "+
(1) =3(=1?-6(-1) f(1)=31)>-6(1) f(3)=33)*-603)
f[(-1)=3+6 ff(1)=3-6 f'(3)=27-18
_f(=1)=9>0 | f(H=-3<0 . f(3)=9>0 .
-~ | | >

f (x) es creciente

0 f(x)esdecreciente 2

f(x) es creciente  +o0

El proceso anterior lo podemos resumir en la siguiente tabla:

Intervalo de prueba | Valor de prueba Signo f” Monotonia de f
(—0,0) x=-1 f[(=1)=9>0 Creciente
(0,2) x=1 ff(1)=-3<0 Decreciente
(2,4 ) x=3 ff3)=9>0 Creciente

Paso 5. Concluye sobre los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

Concluimos que f(x) = x* — 3x% + 4 es creciente en (—, 0), es decreciente en
(0, 2) y creciente en (0, +0).

Maximo y minimo de una funcién

Conocer los intervalos en los que una funcion es creciente y aquellos en los que es

decreciente permite identificar los puntos en los que la funcién cambia de creciente

a decreciente o viceversa. Estos puntos de cambio se conocen como extremos locales

(maximo y minimo). Los extremos relativos ocurren inicamente en los valores de x

que son valores criticos; es decir, aquellos valores en los que la derivada es cero o no

esta definida.

Un maximo relativo o local de una funcion f(x) es
un punto P(c, f(c)) de f(x), tal que f(c) > f(x) para todo
x alrededor (izquierda y derecha) de c. Enla Figura 10.3 se
presenta un maximo relativo cuando una funcion deja de

crecer y empieza a decrecer.

Maximo relativo
y A (¢, fe)

flot f/

o[/ c L x
Figura 10.3. Maximo focal.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).




Un minimo relativo o local de una funciéon f(x) es un ¥4

X
punto P(c,f(c)) de f(x), tal que f(c) < f(x) para todo x ol
alrededor (izquierda y derecha) de c. En la Figura 10.4 se

presenta un minimo relativo cuando una funcién deja de

decrecer y empieza a crecer. Jel

(c, fic))

Minimo relativo

Figura 10.4. Minimo local.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

A continuacion, conectamos un valor minimo relativo o un valor maximo
relativo de una funcién con el cambio de signo (+ o —) de la primera derivada.

Grafica Extremos locales Numero de Derivada de f Signo de f~
prueba cerca de x
flx)=x%+1
Y74t -1 f-D=2(-1)=-2<0
\ 4 Ia' f(0) =1esun
\ / valor minimo f'(x) = 2x
relativo en x = 0.
1 () =21)=2>0
33V
. 0 F(0)=-2(0)+2=2>0
2 \ f(1) =2esun
1 valor maximo f'(x)=—-2x+2
/ relativoen x = 1.
-1/ 101 2\3x 2 f'(2)=-21)+2=-2<0

De lo anterior, observamos que cuando el valor de f'(x) de ser menor que
cero (f'(x) < 0) pasa a ser mayor que cero (f'(x) > 0) tenemos un valor minimo
relativo. Y que cuando el valor de f'(x) de ser mayor que cero (f'(x) > 0) pasa a ser
menor que cero (f'(x) < 0) tenemos un valor maximo relativo. Con base en esto
establecemos el criterio de la primera derivada para determinar de forma analitica
los extremos relativos de una funcion.

Criterio de la primera derivada para valores extremos relativos
Si f'(x) >0 para x <cy f'(x) <0 para x > ¢, entonces la funcion tiene un
maximo relativo en c y es f(c).

Si f'(x) <0 para x <cy f’'(x) >0 para x > c, entonces la funcién tiene un

minimo relativo en c y es f(c).




Ejemplo formativo 10.2

Determina los madaximos relativos y minimos relativos de la funcion
fx) =x3—3x%2+4.

Resolucion

Retomamos la tabla del paso 4 del Ejemplo formativo 10.1.

Intervalo de prueba | Valor de prueba Signo de f~ Monotonia
(—,0) x=-1 f(-1)=9>0 Creciente
(0,2) x=1 ff(1)=-3<0 Decreciente
(2,4 ) x=3 ff3)=9>0 Creciente

Con base a los resultados de la tabla anterior, concluye sobre los valores extremos
relativos.

De acuerdo con los resultados de la tabla:

e Enx =0, f(x) tiene un valor maximo relativo y es

F£0)= (03—3(0)2+4=0—-0+4=4.
e Enx =2, f(x) tiene un valor minimo relativo y es

f2) = (22 -3(2)2+4=8-12+4=0.

Otro criterio que puedes usar para determinar los valores extremos relativos
es el criterio de la segunda derivada.

Criterio de la segunda derivada para valores extremos relativos
Sif'(c) =0y f”(c) < 0 entonces la funcion f alcanza un maximo relativo en el

valor critico c.

Sif'(c) =0y f”(c) > 0 entonces la funcion f alcanza un minimo relativo en el

valor critico c.




Concavidad y puntos de inflexion

Cuando la derivada f'(x) es creciente al
movernos de izquierda a derecha (es decir,
cuando la pendiente de la recta tangente
aumenta), la grafica de la funcién se curva
hacia arriba, como se muestra en la Figura
10.5. En este caso, decimos que la funcion
es concava hacia arriba.

Y cuando la derivada f'(x) es
decreciente al movernos de izquierda a
derecha (es decir, cuando la pendiente de
la recta tangente disminuye), la grafica de
la funcién se curva hacia abajo, como se
muestra en la Figura 10.6. En este caso,
decimos que la funcion es cdncava hacia
abajo.

Concava hacia
arriba

f)=0

0
Figura 10.5. Funcién concava hacia arriba.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

=Y

A f’(l) -0

Concava hacia
abajo

Figura 10.6. Funciéon concava hacia abajo.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

A continuacion, conectamos la concavidad de una funcién con el signo

(+ 0 —) de la segunda derivada.

g . Ntmero de Valor de Signo de
Grafica Concavidad de f prucba F1(x) = 2x £ = 2
fx)=x?+1 .
Ay 4 x=-1 f’(—l) = 2(—1) =-2 f (—1) =2>0
\ 4 !a" Céncava hacia
\ / arriba en x=0 f'(0)=20)=0 f70)=2>0
(=00, +0).
x=2 F1(2)=2(2) =4 F7(0)=2>0

Observa que la derivada de la funcién f(x) =x?+1 es f'(x) = 2x, y al
evaluarla en los numeros de prueba x = —1,0, 2, el valor de f'(x) va aumentando.
En consecuencia, si el valor de f'(x) va aumentando, la funcién f(x) es concava hacia

arriba. Ademas, el signo de f”'(x) es positivo (+).




Concavidad | Numero Valor de Signo de

Gréfica de f de prueba f'(x)=—-2x+2 fx)=-2
flx)=—x?+2x+1
1Ay x=-3 f'(-3)=-2(-3)+2=8 [(-3)=-2<0
2 \ Coéncava
1 \ hacia abajoen x=-2  f'(-2)=-2(-2)+2=6 f(-2)=-2<0
(—OO, +OO)
x=2 fl@)=-22)+2=-2 £ (2)=-2<0
También observa, que la derivada de la funciéon f(x) = —x*+2x+1 es
f'(x) = —2x + 2, al evaluarla en los numeros de prueba x = —3,—2, 2, el valor de

f'(x) va disminuyendo. En consecuencia, si el valor de f'(x) va decreciendo, la
funcion f(x) es concava hacia abajo. Ademas, el signo de f”'(x) es negativo (—). Con
base en esto establecemos el criterio de la segunda derivada para determinar de
forma analitica la concavidad de una funcién.

Criterio de la segunda derivada para la concavidad
Si f”(x) < 0 para todo x € (a, b) entonces la funcién f es concava hacia abajo

en (a,b).

Si f”(x) > 0 para todo x € (a, b) entonces la funcién f es concava hacia arriba
en (a,b).

7 (e 1 1
Un punto en el que la grafica de una Y /A
. . . Concavia Concava
funcién cambia de concavidad se llama punto  a arrba hacih arriba
de inflexion, como se muestra en la Figura A flexion 0 >

Punto de xion

10.7.

Con|

hadialabajo

Figura 10.7. Punto de inflexion.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Punto de inflexion

Sila grafica de f cambia de concavidad en x = ¢, con ¢ € (a, b), es decir, la grafica
de f es concava hacia abajo a un lado de ¢ y concava hacia arriba al otro lado o
viceversa, entonces, el punto P(c, f(c)) se llama punto de inflexion de f.




Ejemplo formativo 10.3

Dada la funcién f(x) = x3 — 3x2 + 4:
a) Determina los intervalos de concavidad mediante el criterio de la segunda

derivada para la concavidad.

b) Determina el punto de inflexion.

Resolucion

a) Determina los intervalos de concavidad mediante el criterio de la segunda
derivada para la concavidad.

Paso 1. Calcula 7 (x), f'(x) = 3x%? —6x = f"(x) = 6x — 6.

Paso 2. Determina los valores de x para los cuales f”(x) = 0.
ffx)=0=>6x—6=0=>6x=6 >2x=1

Paso 3. Establece los intervalos de prueba utilizando el valor critico x = 1.

Los intervalos de prueba son: (—, 1), (1, +00).

Paso 4. Determina el signo de f’(x) en cada intervalo.

Intervalo de prueba | Valor de prueba Signo de Concavidad de f
(—o0,1) x=0 f70)=6(00—6=-6<0 Concava hacia abajo
(1, +) x=2 f72)=62)—6=6>0 Coéncava hacia arriba

De acuerdo con lo anterior, f(x) es concava hacia arriba en el intervalo (—o,1) y
concava hacia arriba en el intervalo (1, 4+00).

b) Determina el punto de inflexion.
Dado que el sentido de la concavidad de la funcion f cambia alrededor de x =1,
podemos afirmar que en x = 1 hay un punto de inflexion.

F()=(1)3-31)2+4=1-3+4=2

El punto de inflexién es (1, 2).

Grafica de una funcion

Para trazar la grafica de una funcion debes analizar sus caracteristicas claves, ya que
esto proporciona una representacion visual precisa de su comportamiento. Este
proceso incluye identificar los valores criticos, aquellos puntos donde la derivada de
la funcion es cero o no existe, y que pueden indicar maximos o minimos relativos.
Ademas, es necesario determinar los intervalos de crecimiento o decrecimiento, que
describen como varia la funcion en diferentes intervalos de su dominio. Los puntos
de inflexion, donde la concavidad de la funcién cambia, revelan informacion sobre
la curvatura de la grafica y ayudan a comprender mejor su forma general



Finalmente, analizar la concavidad te permite identificar si la funcion es concava
hacia arriba o hacia abajo en cada intervalo, proporcionando una visién detallada

que facilita el trazado de su grafica.
Para trazar la grafica de una funcién de manera precisa, debes seguir los

siguientes pasos, que implican un andlisis detallado de sus caracteristicas y

comportamiento:

1. Encuentra los valores criticos.
Determina los intervalos de crecimiento.
Encuentra los puntos de inflexion.
Analiza los intervalos de concavidad.
Combina la informacion para trazar la grafica.

SARE R

Ejemplo formativo 10.4
Traza la gréfica de la funcidn f(x) = x® — 3x? + 4 considerando los valores criticos,

intervalos de crecimiento o decrecimiento, puntos de inflexion y concavidad.

Resolucion
Paso 1. Los valores criticos de f(x) = x3 — 3x2 + 4 v
sonx =0yx=2. 5 4
Paso 2. La funcion f(x) = x3 —3x2? + 4 es creciente || . l
en (—o,0), es decreciente en (0, 2) y creciente en / .\ |
(0, +0). [ ] .’I 3\ [ ]
[ \ f
Paso 3. La funcién f(x) =x3 —3x%+4 tiene un [ 2 i*\l /
punto de inflexion en (1, 2). [ \ |/
7 |I \\ "Illl
Paso 4. La funcién f(x) = x> —3x? + 4 es concava | | \J/ _
hacia arriba en el intervalo (-, 1); y cdncava hacia _llT 0 1 ]2 1
¥
\

arriba en el intervalo (1, +).
Paso 4. Grafica la funcidn f(x) = x® — 3x? + 4. La grafica resultante se muestra a la

derecha.

Evaluacion formativa 10.1
1. Traza la gréfica de las siguientes funciones considerando los valores criticos,
intervalos de crecimiento o decrecimiento, puntos de inflexion y concavidad.

a) f(x)=2x—x?

b) h(x) = x3 — 3x?

o flx)= —x3+3x—4

d) glx) =x3—-6x2+9x—3



e) h(x) = —x*+6x*-3

Autoevaluacion y coevaluacion 10.1

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desemperio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 10. Responde con
honestidad a la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempenio

Propicié un clima de comunicacién
tavorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participé activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Comprobé el calculo de los valores
extremos relativos mediante el criterio de
la primera derivada para valores
extremos. (M3-C1)

Argumenté sobre la aplicacion del criterio
de la segunda derivada para analizar la
concavidad de una funcion. (M4-C2)

Socialicé con mis companeros de equipo
el proceso para esbozar la grafica de una
funcion. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcién que mejor
describa tu desempenio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
10 y que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.



Desempeno

En proceso
de logro

Bueno

Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion
tavorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participo activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Comprobo el calculo de los valores
extremos relativos mediante el criterio de
la primera derivada para valores
extremos. (M3-C1)

Argumento sobre la aplicacion del
criterio de la segunda derivada para

analizar la concavidad de una funcion.
(M4-C2)

Socializd con mis compafieros de equipo
el proceso para esbozar la grafica de una
funcion. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalta




Modelacion de funciones derivables y problemas de optimizacion
Resuelve problemas de su entorno o de otras areas del conocimiento empleando

funciones y aplicando la derivada (por ejemplo, problemas de optimizacion),
organiza su procedimiento y lo somete a debate.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de
afirmaciones acerca de situaciones, fenédmenos o
problemas propios de la matematica, de las ciencias
o de su contexto.

M4-C3 Construye y plantea posibles soluciones a
problemas de Areas de Conocimiento, Recursos
Sociocognitivos, Recursos Socioemocionales y de su
entorno, empleando técnicas y lenguaje matematico.

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas,
descubrimientos o procesos en la solucion de un
problema tanto tedrico como de su entorno.

T 0> Z 0 > T 0O >

Evaluacion diagndstica 11.1

1. Relaciona cada funcion con su derivada.
a) f(x) =3x2+6x—6 ( )f'(x)=6x%—6x
b) f(x) = 2x3 — 3x2 ( )f'x)=6x+6
Q) f(x) = x°— 6x ( )f'(x)=6x>-6

2. Identifica si las siguientes propiedades de la grafica son falsas o verdaderas.
v

51 Propiedades V| F

Decreciente en ( —o, 0) y en (2, +)

Creciente en (0, 2)

f(0) = 4 es un valor maximo local en x = 0.

f(2) = 0 es un valor minimo local en x = 2.

En el ambito del calculo diferencial, la derivada se posiciona como una herramienta
clave para el andlisis y resolucion de problemas en los que se busca determinar
valores 6ptimos, ya sean maximos o minimos de una funciéon que modela una
situacion especifica.



Por ejemplo, un estudiante tiene un rectangulo de cartulina cuya area es 24
cm? y quiere hacer una caja sin tapa cortando cuadrados en las esquinas y doblando
los lados. ;Qué altura debe dar a la caja para obtener el volumen maximo?

Este tipo de problemas, son conocidos como problemas de optimizacion, se
presentan de manera recurrente en diversas disciplinas, como la fisica, la economia,
la biologia y la ingenieria, por mencionar algunas.

¢Has escuchado la palabra optimizar? ;A qué hace referencia la
optimizacion? Optimizar significa encontrar la mejor solucion posible a un problema
determinado, considerando ciertas condiciones o restricciones. En términos
matematicos, implica identificar los valores que hacen que una funcién alcance su
maximo o minimo, dependiendo del contexto del problema. Estos extremos
representan, respectivamente, el mejor resultado que maximiza un beneficio o el que
minimiza un costo, un esfuerzo o un error.

El proceso de optimizacion se fundamenta en analizar como varia una
funcion en relacion con sus variables. Aqui, la derivada juega un papel importante
en este analisis, al identificar los valores criticos donde la funcién puede tener un
valor maximo o un valor minimo. A partir de técnicas analiticas para valores
extremos, como el criterio de la primera derivada o el criterio de la segunda
derivada, es posible discernir cudl es la naturaleza de estos valores criticos.

Para optimizar una funcion hay que seguir un conjunto de pasos
estructurados para determinar los valores criticos de la variable en el que la funcion
presenta un maximo o un minimo. Este procedimiento puede adaptarse a diferentes
situaciones y restricciones, pero en general incluye las siguientes etapas:

1. Plantea la funcién que se desea maximizar o minimizar en términos de
variables especificas.
Calcula la derivada de la funcion definida en el paso 1.
Encuentra los valores criticos.
Determina si los valores criticos son maximos o minimos.

AN

Plantea tu conclusion.

Recuerda que la derivada de una funcién brinda informacidon que permite
identificar los valores criticos mediante la igualacion a cero de la derivada de la
funcion. Para establecer si en dichos valores hay un maximo o minimo puedes usar
uno de los siguientes criterios.



Hay un maximo relativo en c y es f(c)

Si f(c) > 0 alaizquierda dec

y f'(c) < 0 ala derecha de c Sif'(c)=0yf"(c)<0

Hay un minimo relativo en c y es f(c)

Sif'(c) < 0 alaizquierdadec

y f(c) > 0 ala derecha de c Sif(c)=0yf"(c)>0

Problemas de optimizacion de area

Cuando hacemos referencia a un area maxima o minima, nos referimos a la
busqueda de las dimensiones que nos darian el drea mas grande o pequena de cierta

figura geomeétrica bajo ciertas circunstancias.
Por ejemplo, en la Figura 11.1 observa dos &

&)
rectangulos cuyo perimetro es el mismo, pero el areaes 5cm (20 cm? 5 | 7cm
diferente. Un ejemplo lo puedes ver en el video del
codigo QR 11.1 4cm 2 cm

Figura 11.1. Rectangulos con perimetros

iguales y areas diferentes.
Fuente: Elaboracién propia (Word, 2025).

Codigo QR 10.1. Video 2 del profe Alex, optimizacion.
Fuente: Generado por Parzibyte, 2025.

Ejemplo formativo 11.1

En tu escuela se va a asignar un drea rectangular para el jardin, como en la figura de
la derecha, considerando que el jardin quedara pegado a la barda de la escuela y que
disponen de 16 m de valla para cercar los otros tres lados del jardin, determina las
medidas que te brindaran una mayor superficie de jardin.

Resolucion

Paso 1. Quieres hallar la maxima superficie posible sujeta a la condicion

de que el total de alambrado disponible para tres lados es 16 m. g
Seay el largo y x el ancho del jardin. :g J
Segun la figura del area del jardin, la cantidad total de alambrado a || -

utilizar es 2x + y. Por lo tanto, la ecuacion de restriccion es 2x + y = 16.



Resuelve esta ecuacion para y, obtienes y = 16 — 2x.

Asi, puedes escribir el drea como A(x) = x -y = x(16 — 2x) = 16x — 2x?.

Paso 2. Deriva la funcién A(x), A'(x) = 16 — 4x.

Paso 3. Para encontrar el valor critico, iguala a cero A'(x) y resuelve la ecuacion
16 —4x=0 = 4x=16 = x=16/4 > x=4

Por lo tanto, el valor critico es x = 4.

Paso 4.

Utilizando el criterio de la primera derivada.

Los intervalos de prueba son (—o0,4) y (4, +0).

Elige los valores de prueba x = 3 y x = 5, sustittiyelos en A’(x) y calcula
A(3)=16—-433)=16-12=4
A'(5) =16 — 4(5) = 16 — 20 = —4

Como A’(3) >0y A'(5) <0, tienes un valor maximo relativo en x = 4, que es

A(4) = 16(4) — 2(4)% = 32.

Utilizando el criterio de la segunda derivada.

Calcula la segunda derivada de la funcion A(x), A" (x) = —4.

Evaltia A" (x) en el valor critico x = 4, A”(4) = —4 < 0, por lo que tienes maximo

relativo en x = 4, que es A(4) = 16(4) — 2(4)? = 32.

Paso 5. Para obtener la otra medida del jardin sustituye x =4 en la ecuacion

y =16 — 2x.
y=16-2(4)=16—-8=38

Por lo tanto, las medidas del jardin son de 4 m por 8 m que dan un drea méaxima de

32 m2.




Ejemplo formativo 11.2

Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada y cuya capacidad es de 8 m>.
Determina las dimensiones de la caja para que la superficie
exterior sea minima.

Resolucion

| y
Paso 1. Como la base es cuadrada, las medidas de la base son !

iguales.

Sea y la altura del prisma y x el lado del cuadrado de la base. ’

El volumen de la caja estaria dado por V =x-x -y X
V =x%y

Considerando que el volumen es 8 m? y despejando la variable y tienes

x’y =8 = y= %
La funcién a minimizar es la de la superficie, para ello, analiza las superficies de las
caras de la caja.
La cara de arriba y de abajo son iguales y su superficie estd dada por S, = x2.
Las caras laterales son iguales y su superficie esta dada por S, = xy.

Considerando que son 4 caras laterales, una cara arriba y una cara abajo, la superficie
total es

S = 2x%+ 4xy

. 8 Ny . .
Sustituyendo y = 7z en la ecuacion anterior obtienes

S(x) = 2x% + 4x (%) > S =2+2 > S(x)=2x?+32x"
Paso 2. Deriva la funcién S(x), S'(x) = 4x — 32x72.
Paso 3. Para encontrar el valor critico, iguala a cero S'(x) y resuelve la ecuacion
4x—32x72=0 > 4x—-5=0 = 43=32 > =2 5x3=8>x=2
Por lo tanto, el valor critico es x = 2.

Paso 4. Calcula la segunda derivada de la funcion S(x).
64
S"(x)=4+—=
X
Evaltia la segunda derivada en el valor critico x = 2, 5" (2) = 4 + z—g =12 >0 porlo

que en x = 2 tienes un valor minimo que es S(2) = 2(2)* +32(2)"' =8+ 16 = 24.



Paso 5. Para encontrar la altura de la caja sustituye el valor encontrado, x = 2, en

_ 8
y_xz‘

8
yzﬁzz

Por lo tanto, para que la superficie exterior de la caja sea minima esta debe ser un
cubo con medida de 2 m de lado.

Problemas de optimizacion de volumen

Trabajar con el volumen maximo o minimo de un objeto es muy semejante al calculo
del area maxima o minima de un objeto, las diferencias radican en las dimensiones
del espacio considerado, como se muestra en el video del cddigo QR 11.2.

Codigo QR 10.2. Video 4 del profe Alex, optimizacion.
Fuente: Generado por Parzibyte, 2025.

Ejemplo formativo 11.3

Un restaurante de tu localidad quiere vender conos con alitas, boneless, aros de
cebolla y papas, cuenta con conos que tienen una generatriz de 21 cm. ;Qué altura y
radio debe tener el cono para maximizar su volumen?

Resolucion

Paso 1. El volumen de un cono esta dado por
nr?h
3
Si observas la figura de la derecha, puedes ver que en el cono la

generatriz, la altura y el radio forman un tridngulo rectangulo,
por lo tanto

h? + 1?2 = g2
Despeja r? y sustituye el valor de la generatriz para obtener
r? =21% — h®> = 441 — h?
Sustituye r? en la ecuacion de volumen.

441 — h?)h
V:¥



Resuelve las operaciones correspondientes para obtener la ecuacion de volumen en
funcion de h.

1
V(h) = 147nh — §T[h3

Paso 2. Deriva la funcién V(h), V'(h) = 147 — mh?.
Paso 3. Para encontrar el valor critico, iguala a cero V'(h) y resuelve la ecuacion.
147n —mh?*=0 => mh®’=147n = h?=147 = h= 1147
Dado que la altura debe ser mayor que cero, entonces +h = V147.
Por lo tanto, tienes el valor critico h = V147.
Paso 4. Calcula la segunda derivada de la funcion V (h).
V'"(h) = —2mh
Evaltia la segunda derivada en el valor critico.
V”(\/m) = —2mV/147 < 0, tiene un maximo.

Paso 5. Para que el volumen sea maximo la altura debe ser de v147 cm. Luego, para
determinar el radio sustituye el valor de la altura y despeja r en la siguiente ecuacion
r? = 441 — h?, para obtener

r2 = 441 — (VI47) = 441 — 147 = 294 =1 = V294

Por lo tanto, para que el volumen del cono sea maximo el radio debe de ser de
V294 ~ 17.15 cm y la altura de V147 ~ 10.82 cm.

Evaluacion formativa 11.1

1. Obtén las dimensiones del mayor rectangulo cuyo perimetro es 20 metros.

2. En una fabrica de refrescos se quieren elaborar latas cilindricas para vender
refrescos de 250 ml (250 cm?). ;Qué altura y que radio deben tener las latas para
que el material utilizado sea minimo?

3. Pedro quiere construir una caja de base rectangular a partir de una hoja de PVC
de 24 por 9 pulgadas. Corta en cada esquina cuadrados para poder doblar los
lados. Determina el volumen maximo con el que puede fabricar su caja.

4. Un estudiante tiene un rectangulo de cartulina cuya drea es 24 cm? y quiere hacer
una caja sin tapa cortando cuadrados en las esquinas y doblando los lados. ;Qué
altura debe dar a la caja para obtener el volumen maximo?

5. Disponemos de una barra de aluminio de 8 metros para construir una porteria de
fatbol. Si queremos que el drea de la porteria sea maxima, ;jcuanto deben medir
los postes y el larguero?



6. Encuentra las dimensiones del rectangulo con el drea méaxima posible que esta
delimitado por la curva parabdlica y = 9 — x? y el eje x.

7. Tu maestro de Pensamiento Matematico 3 les entreg6 por equipo un pedazo de
cartulina de 20 cm x 20 cm para que armen una caja sin tapadera, cortando
cuadros en las esquinas para poder armar la caja, les dijo que el equipo que
armara la caja de mayor volumen tendria un punto extra en el examen. ;Qué
medida tendria tu caja para poder obtener el punto extra?

8. Una compania de sopas quiere crear una lata cilindrica con un drea de superficie
de 204m pulgadas cuadradas. Encuentra las dimensiones que maximicen el
volumen de la lat

Autoevaluacion y coevaluacion 11.1

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidén que mejor refleje tu nivel de desempefio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 11. Responde con
honestidad a la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempeno

Propicié un clima de comunicaciéon
favorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participé activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Argumenté sobre la practicidad del
criterio de la segunda derivada. (M4-C2)

Planteé soluciones a problemas de
optimizacién usando el criterio de la
primera derivada. (M4-C3)




Socialicé con mis comparieros de equipo
el procedimiento para resolver optimizar
una funcion. (M2-C4)

Coevaluacién para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcidén que mejor
describa tu desempenio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
11 y que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso

Bueno | Sobresaliente
de logro

Desempeitio

Propicié un clima de comunicacion
favorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Particip6 activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribuy6 colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Argumento sobre la practicidad del
criterio de la segunda derivada para
valores extremos. (M4-C2)

Planted soluciones a problemas de
optimizacién usando el criterio de la
primera derivada. (M4-C3)

Socializ6 con mis companeros de equipo
el procedimiento para resolver optimizar
una funcion. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalta



El teorema fundamental del calculo

Considera y revisa algunas ideas subyacentes al teorema fundamental del calculo.

En proceso de

Bueno | Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de A
afirmaciones acerca de situaciones, fendmenos o
problemas propios de la matematica, de las ciencias
o de su contexto.

@)

Evaluacion diagnostica 12.1

1. Laderivada de la funcion f(x) = 5x3 es:
a) f'(x) = 15x? b) f'(x) = 8x? ) f'(x) = 15x
2. ;Cudl es la funcion cuya derivada es f'(x) = 15x2?
a) f(x) =5x3+x b) f(x) = 5x3 + x? c) f(x) =5x3
3. Lasfunciones f(x) =6x*+2x*—-x+3y gkx) =6x3+2x*>—-x-5:

a) Tienen derivadas diferentes
b) Tienen derivadas iguales
¢) No son derivables

4. Sif'(x) = /2, entonces
a) f(x)=2 b) f(x) = V2x Q) f(x) =x+2

Un auto se mueve a lo largo de una carretera y su velocidad en funcién del tiempo
esta dada por la funcion v = 3t%, donde v es la velocidad en metros por segundo y ¢
es el tiempo en segundos. Se quiere determinar la posicion del coche en cualquier
momento ¢.

Ya sabes que la velocidad es la derivada de la posiciéon respecto al tiempo,
pero ;cOmo encontrar una expresion que te permita encontrar la posicion del coche
en cualquier instante t o en uno en especifico conociendo la velocidad?

En una modelacion matematica de este problema, dado que la velocidad es
una funcién (la derivada de la posicion respecto al tiempo), se trata, entonces, de
encontrar una funcién que exprese la posicion respecto al tiempo, de manera que, al
derivar se obtiene la velocidad con que se desplaza el auto.



En las progresiones anteriores, a partir de una funcion has resuelto obtener
su derivada; el problema se invierte, es decir, dada una funcion f, encontrar, si existe,
otra funcion F tal que F'=f. A esta funcion F se le denomina antiderivada o primitiva

de f y nos permite recuperar la funcion original a partir de su derivada f".

Ejemplo formativo 12.1

1. Si f(x) = 3 para todo x € (o0, +o0), entonces F(x) = 3x es una primitiva de f(x),
pues F'(x) = 3 para todo x € (-oo, +o0).
2. Sif(x) = e*, entonces F(x) = e* es una antiderivada de fpues F'(x) = e* = f(x)
para todo x € (-o0, +o0).
3. Si f(x) =2x es la derivada de una funcion F, las siguientes funciones son
antiderivadas de f.
F(x) = x?, pues F'(x) = 2x
F(x) = x* + 2, pues F'(x) = 2x
F(x) = x? — 5,pues F'(x) = 2x
De igual forma:

Para las funciones: Son antiderivadas:
a) f(x) =e* F(x) =e*+ 10
F(x) =e*—-10

b) f(x) = 100x3 F(x) = 25x*+ 20

F(x) = 25x* — 20

Como habras podido apreciar en los ejemplos anteriores, la antiderivada de
una funcién no es una tnica funcidn, es un conjunto o familia de funciones, ya que,
en general, si F(x) es una primitiva o antiderivada de fy C es una constante arbitraria,
entonces F(x) + C, también es una antiderivada de f, pues

%}CJ’CLF'@H O =fx)+0=f(x)

Para obtener una antiderivada F(x), hemos utilizado, de cierta manera en

sentido inverso, las formulas basicas de derivacién ya estudiadas y a este proceso



se le llama antiderivacion o integracién. Es por ello, que al conjunto de todas las

primitivas o antiderivadas de la funcidn f se le llama integral indefinida de f.

La integral indefinida de una funcion es una funcién que representa todas las
antiderivadas posibles de la funcién original y se denota con un simbolo particular,

J, denominado integral, seguido de la funcion y una expresion que incluye la

variable de integracion.

éSabias qué?

El simbolo de integral, |, tiene una historia interesante. Fue introducido por el matematico aleméan Gottfried
Wilhelm Leibniz en el siglo XVII, reconocido como uno de los padres del calculo, junto con Isaac Newton.

El simbolo es una version estilizada de la letra "S" larga, que proviene de la palabra latina "summa", que significa
"suma". Leibniz eligié este simbolo para representar la operacion de integracion porque la integral de una
funcién puede considerarse como la suma de infinitos rectangulos infinitesimales bajo la curva de la funcién.

El término de indefinida se asocia a la constante C que es arbitraria. Si se busca
una antiderivada o integral en particular hay que determinar el valor
correspondiente de C. Para ello, se requiere las coordenadas de un punto que

pertenezca a la antiderivada especifica.

Ejemplo formativo 12.2

1. Determina la integral de la funcién f(x) = 15x? que contiene al punto P(1, 10).

Resolucion

De acuerdo con la definicién de integral [ 15x% dx = 5x3 + C
Es decir, has obtenido toda la familia de primitivas, F(x) = 5x* + C, ya que

d(5x3 + C
%: 152 + (€)' = 1542

Si buscas, de ellas, la que contiene al punto P(1, 10), como eso significa que

cuando x = 1, F(1) = 10, se sustituyen esas coordenadas en la expresion de
F(x)=5x3+¢C




10=5(1)*+C = 10=5(1)+C = C=5
La primitiva o integral buscada es F(x) = 5x* + 5.

Integral y area bajo la curva

En Pensamiento Matematico I, el area bajo la curva de la distribucion normal
estandar significa la probabilidad de que el valor de una variable aleatoria caiga
dentro de un rango especifico.

Vamos a analizar qué significado tiene la integral con el drea bajo la curva que
determina la grafica de una funcion y lo haremos a través de un ejemplo particular.
Ya has visto que una antiderivada o integral de la funcién constante f(x) = k esla
funcion F(x) = kx. Supon que tienes una funcién constante, por ejemplo f(x) = 3y
quieres determinar el area determinada por esta funcion y el eje x entre el valor
x =0y un valor x, como se muestra en la Figura 12.1.

Figura 12.1. Area bajo la curva de f(x) = 3.
Fuente: Elaboracion propia (Word, 2025).

El drea que determina esta funcidn en los limites previstos es el area de un
rectangulo, dada por A(x) = b-h=(x; —x1) (¥, —y1) = (x—0)-(3—-0) =3x, 1o
que coincide con la expresion de la integral de la funcion f(x) = 3.

Asi, en este ejemplo, [3dx =3x es una antiderivada de f(x) =3y
representa el area bajo la curva que describe la funcion constante igual a 3 entre los
limites 0 y x.

Este resultado es general, aunque se ha obtenido a partir de un ejemplo; se
obtiene en cursos de calculo integral y expresa que, cuando consideramos una
funcién continua sobre un intervalo cerrado [a, b] la integral o antiderivada de dicha



funcion respecto a dicho intervalo cerrado, representa el area bajo la curva que
delimita dicha funcion, el eje x y los limites que determinan los valores a y b, como
se muestra en la Figura 12.2. En este caso se denomina integral definida y se denota

f: f(x)dx.

A
~

y=fx) El extremo izquierdo del intervalo
se denomina limite inferior de la
integral y el extremo derecho limite
superior.

a b x

Figura 12.2. Area bajo la curva de f(x).
Fuente: Elaboracidn propia (Word, 2025).

Si quieres profundizar sobre el significado geométrico de
la integral definida observa el video que aparece en QR 12.1.

Si bien la integral definida proporciona como significado
geométrico el area bajo la curva que representa a una funciéon
entre dos valores determinados, analiticamente expresa la
relacion entre dos conceptos principales del QR 12.1.;Qué es la integral? Significado

calculo infinitesimal, la derivada y la integral. de la integral definida. BlueDot.
Fuente: Parzibyte, 2025.

Teorema fundamental del Calculo

Considera la integral definida con limite superior variable, es decir f: f()dt, y sea
F(x) = f; f(t)dt. El teorema fundamental del calculo, que establece la relacién

entre los conceptos de derivada e integral, se puede subdividir en dos partes
principales:

Esta primera parte o primer teorema expresa que toda funcion continua en

un intervalo admite una antiderivada o primitiva y que la derivada de la integral de
la funcién es la funciéon misma.



El segundo teorema expresa cdmo calcular una integral definida usando una
antiderivada cualquiera de la funcién f(x).

Para evaluar la integral definida, se utiliza la siguiente notacién

J; f@dx = F(ol; = F(b) - F(@)

donde F(x) es una primitiva de f(x). La notacién F (x) |Z significa que F debe evaluarse
en by luego en g, siempre que b > a.
Ejemplo formativo 12.3
1. A partir de la expresion f: f(x)dx = F(b) — F(a), calcula las siguientes integrales
definidas.
a) f_zz 2dx b) f_zz(x3 + 2)dx

Resolucion
Aplica el teorema fundamental del calculo f: f(x)dx = F(b) — F(a),
cona=—-2yb=2.
2
=2(2)-2(-2)=8
-2

a) f_222 dx = 2x

b) [2,G +2)dx=[E+ Zx]: = [+ 2(-2)] - [Z +22)

4] [——4

2. Calcula f13(—x2 + 4) dx

J(—x +4)dx—[—+4] [(3)3+4(3)] [(1) +4(1)]

- (i) 2] g3




Ya conoces que la velocidad es la derivada de la posicion respecto al tiempo,
luego la posicion es antiderivada de la velocidad y a su vez, la velocidad es
antiderivada de la aceleracion. En relacion con estas magnitudes el Teorema
Fundamental del Calculo nos dice que, si tienes:

* Una funcién de velocidad v(t) y calculas su integral desde t; hasta t,,
obtienes la distancia recorrida entre esos dos valores de tiempo.

* Una funcién que representa la distancia recorrida en funcién del tiempo, la
derivada de esta funcion te da la velocidad instantanea.

Ejemplo formativo 12.4

1. Dos nadadores, Ana y Bruno, compiten en una carrera de 30 segundos. La
posicion de Ana en funcién del tiempo t (en segundos) esta dada por la funcion
s,(t) = 0.1t? + 0.5t, donde s,(t) estd en metros. La velocidad de Bruno en
funcidén del tiempo f esta dada por vp(t) = 0.2t + 0.3, donde vp(t) estd en metros
por segundo.

a) Determina quién ha avanzado mas a los 30 segundos.
b) Calcula la velocidad de ambos a los 30 segundos.

Resolucion
a) Calcula la distancia recorrida por cada uno.

» Distancia recorrida por Ana:

La posicion de Ana después de 30 segundos se obtiene evaluando su
funcion de posicion en ¢ = 30:

s4(30) = 0.1(30)% + 0.5(30) =90 + 15 = 105 m
+ Distancia recorrida por Bruno:

Para encontrar la distancia recorrida por Bruno, necesitas integrar su
funcion de velocidad desde ¢ = 0 hasta t = 30:

50 022 + 03630 < 0282 o=
[ 202t + 0.3)de = [0.25 +03¢| T = [0.255 +0330)| —0=99m

Ana ha recorrido 105 metros en 30 segundos, mientras que Bruno ha recorrido
99 metros en el mismo tiempo. Por lo tanto, Ana ha recorrido mas distancia
que Bruno al cabo de 30 segundos.

b) Determina la velocidad de cada uno a los 30 segundos:
* Velocidad de Ana:

La posicion de Ana esta dada por s,(t) = 0.1t* + 0.5¢.

Para obtener la velocidad deriva esta funcion con respecto al tiempo ¢:



v(t) =s,'(t) = 0.2t + 0.5
Evalua esta funcion en ¢ = 30: v(30) = 0.2(30) + 0.5 = 6.5 m/s
* Velocidad de Bruno:

La velocidad de Bruno estd dada directamente por la funcién
vg(t) = 0.2t + 0.3, por lo que evalta la funcién para ¢ = 30

v5(30) = 0.2(30) + 0.3 = 6.3 m/s

A los 30 segundos, Ana iba a una velocidad de 6.5 m/s y Bruno a 6.3 m/s.

Evaluacion formativa 12.1

1. Responde si las afirmaciones siguientes son verdaderas (V) o falsas (F).

Proposicion (V)/(F)
a) Una funcién no puede tener mas de una primitiva o
antiderivada.

b) La derivada de una funcién f permite calcular el area bajo la
curva que representa la funcién.

c) Para calcular la integral de una funcién entre dos valores se
evaltia una antiderivada de dicha funcidon en esos dos valores.

d) El teorema fundamental del célculo relaciona la derivada de
una funcion con su primitiva.

e) La derivada de la integral de una funcion es la funcién misma.

2. Determina la integral de la funcién f(x) = 2x + 1 que pasa por el punto
P(1, 4).

3. En un vivero se cultivan plantas y se sigue su crecimiento. La velocidad de
crecimiento esta dada por vu(t) = 1.7t + 5, donde t es el tiempo en afios. Al
plantarse del semillero miden inicialmente 15 cm. Determina qué altura

alcanzaran a los t anos.

4. Determina una antiderivada de las siguientes funciones:
a) f(x) = % b) g(x) = 100x* c) h(x) = cos x



5. Completa la siguiente tabla.

Funcion Una Antiderivada
f(x) =20 F(x) =
flx) = F(x) = 20x° + 2x
f(x) =20x3 -2 F(x) =
fx) = F(x) = 3x* — 4x? + 5x
f(x) =20e* +5 F(x) =

6. Determina la integral de la funcién f(x) = 2x + 1 que pasa por el punto P(1,
4).

7. En un vivero se cultivan plantas y se sigue su crecimiento. La velocidad de
crecimiento esta dada por v(t) = 1.7t + 5, donde t es el tiempo en afios. Al
plantarse del semillero miden inicialmente 15 cm. Determina qué altura
alcanzaran a los t afios.

8. Calcula las siguientes integrales.

a) [ (~t?+5)dt b) (3 + 4t — 1 dt

9. Ana y Bruno se preparan para una nueva competencia de nataciéon. En un
entrenamiento, la aceleracion de Ana en funcion del tiempo t (en segundos)
estd dada por la funcion ay(t) = 0.05¢ + 0.2, donde a,(t) estd en metros por
segundo al cuadrado. La aceleracion de Bruno en funcion del tiempo ¢ esta
dada por la funcidon agp(t) = 0.04t + 0.25, donde ap(t) estd en metros por
segundo al cuadrado.

a) ¢(Qué velocidad llevaba cada uno a los 20 segundos de estar nadando?

b) ;Qué distancia habia recorrido cada uno entre los 10 y 20 segundos?




Autoevaluacion y coevaluacion 12.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 12. Responde con
honestidad a la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En
Desempefio proceso | Bueno | Sobresaliente
de logro

Propicié un clima de comunicacion favorable
para el aprendizaje con mis comparieros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Analicé cémo la integral caracteriza
geométricamente el drea bajo una curva y
como se utiliza en la soluciéon de problemas
aplicando el teorema fundamental del
calculo. (M4-C2)

Coevaluacién para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo, que marque en la columna, la opciéon que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
12 y que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En
Desempefio proceso | Bueno | Sobresaliente
de logro

Propicié un clima de comunicacion
tavorable para el aprendizaje con mis
companeros.

Participd activamente con ideas para la
toma razonada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente en la
retroalimentacion de dudas de sus
companeros.




Analizé como la integral caracteriza
geométricamente el drea bajo una curvay
como se utiliza en la solucion de problemas
aplicando el teorema fundamental del
calculo. (M4-C2)

Nombre y firma de quien coevalta
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Fuente: Generada por OpenAl, 2025.
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Figura 2.11. Funcion f(x) = x? y la recta secante que pasa por los puntos P y Q.
Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Figura 2.12. Variaciones Ax y Ay entre P y Q.

Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).
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